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RESl/~10 
O planejamento Jc redes de transmiss~o 
telefônica é trat;;.do em duas ctnp:1s: longo e cur 
to prazo. Ambas s2i.o fonnulad~Js como casos pa rt_~ 
culares do problema de fluxo de custo minimo em 
um grafo com mtlltiprodutos. 
Um algoritJno aproxinJ;tJo de supressao 
de arestas para J'Csolver o prohlcJna Jc longo pr~ 
zo ~ apresent~1do c COJIJCJltaJo Pa 1'<1 uma clil ssc cs 
pecial de fun,.,ões cu.:.-,to dcnominado"delta-line;::n" 
(cusTo f1xo aclta mais LUSto v:1ri~vcl linear) -e 
proposto um método bascndo na dculmposição de Ben 
ders, que procttrn a soltlÇ~O 6tilllJ global em pr~ 
blcmas de grandl' d imcns:lu. 
i\ cucto prazo procttr:l-sc determinar 
o roteamento de trOllL'OS e u atunc·nto da cap~lC Ld~ 
de dos arcos cuJlSJt!craJtJo :1 rctlt· l'XJstcntc e J~ 
modo a atender us p:uJr(H:s de tr<!JtSI<tissE.io c a de 
nwnda de circliJtos a mínimo l-ll~!(l. rste prohlcm:l 
é formulado como lllll mude Lo part il'lJLlr ele 
mação linear t[UC JlCrmitc Ulll cfit-icrlte algoJ·itlllO 
baseado na têcn ica CUB - "Cencr,tl i 7.cd Upper Hou~ 
ding". Uma aplicação prática ê rc;lllzaJa c comcn 
tada. 
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l - I ~TRODUÇÃO 
O planejamento técnico da cxp:msao de uma t·cdc de tele 
comunicações visa atertdcr a dema111la de terminais num dado per1~ 
do, mantendo a qualidade dos serv-iços Jllllll nível satisfatório. De 
lima maneira bem ger:tl, JlOdCJIIOS scpar~-lo em cinco etn]Jas succssi 
vas: 
- demanda Jc terminais (mcrccHJo) 
- localizaç~o de centr:tis {1·cdc de assinantes) 
- projeção de trfifcgo telcf6nico ponto a ponto 
-encaminhamento c di.mcnsionaiiJCnto de rotas entre ccn 
trais (entroncamento) 
- roteamcitto de troncos (rede de transmiss~o) 
Este trabalho trata somente da \Íltima etapa. ou seja 
dc1 problema de planvJ.llllcnto d:1 rede de tr:l!lsmissJ.o, p:1 rt i cu"! ;1!..: 
mente numa áTea multi-central, que devido às SU<lS gr~mJcs dimcn 
sOes e complexidade exige instrumcntoC' co111putacionnis conflilvcis 
e eficientes. 
Devido 3 at11al L·.onjuntura üconilmica, os plancjadorcs 
tem se preocupado qua:~c que cxclusiv;uncntL' em dccisOcs de pol-ít~ 
cas de curto prazo. 'fodavia, 11 cscoll1:1 Jc uma n1clhor t>olrtica de 
expansão não deveri;l ser feita sem considl'rar a si tuaL~iio ela rede 
8]165 um perfodo de tc1npo suficicntcJRcJltC JoJJgo, [Jelo menos igual 
J. vida Útil dos equipamentos e/ou infr~t~c:-;trutur<J.s de tr<:wsmissUo. 
De sorte que uma solti~iio satisf;Jzcndcl o prohlemn de curto prnzo 
deveria passar necess:lri:nneJltf' pcL1 JW::quis:l de uma polÍtica Ôti 
ma de invest.imcntos a lon~:o pr:l"'O. 
lJcntTO deste contexto, rwstl' trclh:llho procur:nnos for 
nccer instrumentos compllt;~cioJLtis de u1 Íl:lizac:i!o, do plancjumcll'tO 
t.h rede de transmiss:1u de umc1 ;Írca mctJrlpulit;In:I nos enfoques dt' 
longo c curto prazo. l:stcs dots prohlc'm:lo-; silo m;rtc·m:lt icamcntc ro~ 
mulados e tratados como dois c;~s,__)S p;~rt iL·1I1arcs Jos problcmc1S ela 
teoria de fluxo em rcdç:~ com multipTudutos, soh o ponto di' vrstn 
cst:itico. 
O problcm;l ,_\c longo pr:r~:u qu~ ,. trcltado Jto C<1pÍtuJu 11 
procura dcterminat· .t t upo I og 1:1 da reli c· qtt~· sn tis f:u~:1 dern:1nd:I 
' 
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p,:ctivas capaciUadcs dos arcos, que pc:rn1ita escoar simultuncamcn 
t,-. todo o fluxo denwndJdo. Consideramos lWStc CêlSO :t runçJ:o obj~­
tlvo como soma de dt1:1s ]1:Jrcclus, cust1J [ixu devido a al1crturu de 
u:,l arco n.1 rede, c custo vLlri;Ívcl I inc'~ll' com a cclpê!c1d~Jdc dos ar 
t~os. Para rcsolu<;ão deste problcnw_ apn_'SL'ntamos o método hcurls 
ti co de supressão da::; :trcstas de rl\i.noux [l}, e JHOpomos um méto 
do baseaJo na tcorin de clccomposiçilo de Hendcrs gcneraliz.ada qtlC 
procura a otimização global. No Apêndit-l' /\ apresentamos um m6to 
de "bro.nch and bound" de otimaltd:Jde .(~loh<~l, porc"7m -·.ri;~vel so1nen 
tt.· p:1r:1 problemas de' dimcnsclo rc,Jll:·.id:l, ,_·nnformc se vcrificn11 nos 
testes re::tJizados e que çomplctam o C:1pít-11lo Jl. 
U problc•nw ,t curto prc1zo c.OIL~istc em mlnimizaT o custo 
Lk compra de cabos IH'\"C'S 111:1 is o custo d~_• ru t camento, s~tt i sLu;cnUo :1 
demanda de troncos L:ntnc ccntr;li::o, o plitnu de transmi;-~il.o c as 
t··.:striçõcs de cap<lcid<tdc dos cabo;; di:~ponívcis. No Ccq>Ítulo fll 
l) problema C' apreSCllt<ldO C SÍElpl! ri,~:tdo p:lr:t ljll(' pcrrnita Sllél ror 
muL1ç~o como moUclo Jc i'rLJgr:un:u;:lo Lilll'<lr. cuja cstrutur:J parti_ 
cular pcnn-itc sua rc;;olw;Zio pcl:1 técnic:J de dccol'lposiçilo CUB,"C~ 
nt.'ralizcd llpper Boun~ling··. llest:l form:l, o algoritrno descrito 110 
.. \pêndicc A, viabili=.:l ;:.u;t JHOf;r:llllilL.-:iw c1;1 lin.~u;i!~Cl1 Fl)Jri'K\N, mo:; 
t1·3ndo-sc bastante cC_icicntc nos testes real iz:1dos com d:Jdos rc• 
;1 ,s de uma fase de c.\p~Ln~ãt1 da :lrc~1 mc1 rnpo_l i tan:~ de S:lo 
~_:,jnforme descrito no ítem lll.-~. 
Pau1o, 
~ () 4 -
UI!' fTIILO I I 
PL.:\:.IE.Ji\ltlENTO i\ !.ONCO Jll\.i\ZO 
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11 - PLANEJA~IENTO A LONGO PRAZO 
1 L .1 - Descrição elo Problema 
O problema ele longo prazo no p1ancjamento de uma rede 
de transmissão basicamente con:-Ji~tc em Lkterminar a topologia ela 
rede, que numa área multi-central, sccia ct configuruçio das galg_ 
r1as de dutos em que scr5o aloc~dos os cabos troncos,satisfazen 
do a demanda ele troncos entre toLLJs <LS centrais pclrJ o horizonte 
de pléinejamcnto, a mÍnimo custo. Em OLitrcLs palavr~1s, prec.1samos 
Jcfinir quais galerias {levem ser al1ert:Ls c com qt1e capacicl~des 
de modo que a rede resultante escoe u t"ltJxo de1nandado c seja ele 
menor custo de implantaçilo. 
No caso de telcconLUJlicaç6es o [Jrolllcm:t ele fluxo elo grQ 
fo associado, engloba multiproüutos, uma vez que a Jcm;1r1Ja c de 
[Lnida entre caJa p:tr de nós. ,\ll-m dtSS•), como o prohlc'm't ap r~: 
senta funções de custo concuv:ts, car:tl~tcri:::ando economias de cs 
c:1la na implantaçâo de um arco, apan·'--l' <l comp1cxid<:1Jc adicional 
de possu.ir vários Ótimos locais. 
somente 
~.ão obtidas através de algor.itmos tipo "hranch-and-hollnd" -v 1 ;t 
\·eis somente em problema.,; de dimc·ns:w rcduziJa, c mesmo :.1ssim cüll 
sumindo excessivo tempo de comput:u,;iiu. ;\l('todos hcurf~;ticos ma1s 
r5piJos foram propostos recentemente por ~linoux { 1]. cuja limi 
tação essencial est:i em ~:arantir somcntL' a obtenç:lo Jc ótimos lo 
ca1s. 
Para uma classe cspcci :ti de r11nçõcs custo denominadas 
"delta-linear" (custo fl,\.o llcJta de dhvrtur<! Jus arcos mais cus 
to variiivcl linear com a c:!paçidade dos :trcos) que c um:J simpll_ 
ficaçào do problcm;l, os algorJtlllos Jc ~linoux ['oram LcstaJos a 
presentando resulLtdo':' satisrdú)rios, Lnmo podem ser vistos em 
{l}c{2}. 
Jc projcçilo Je BcndC'rs p:tcl rcsultiÇi\,1 deste pruhlcm:1 com func;-<io 
~..·usto delta-1 ine~lT. que• vis:1 .1 solw:.:,1u Ót im:1 gloh:tl para prublc" 
mas de grande Ji.mcns;~o. 
No item scgui11tc foJ·mul;uno:-; lil:ttem:tticamcntc o proh!cma. 
senJo que o método ht•uríst icn de ;\liJWll\ (suprcss.lo de· nrc:;tns) L-:: 
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iiJJrescntado 110 item I I.~ c o Jn~toLlo h:1senJo c1n Be11dcrs c descri 
to no item 11.4. O ml~toJo "br:uích-:md-·lwunJ" ê :1prcsentaJo no /\ 
pCndice A, cujos resultados serviram comq rcfcréncia de otimali 
Jade global dos testes roalL::adus, que englobam o .Ltc'm 11.5. 
Seja um conjunto X co1npo~tu de.\! nos rcpresentanrlo os 
pr~diOS onde estão colocadas ~lS CCiltr:llS telcf6nicUS. fl COJ1hcci 
Ll:I a demanda de troncos no lJori::llJltc lll' jll~tncj:Imcnto cr1trc cnda 
par de nós, ass:im como o custo de impL:tnt:1ção elos arcos(gaJerJas 
de dutos) ligando estes nós, l'lll Cunc,;i.'io d:J clp:J.cidade a ser Jnst:1 
l:1da. O problema que se Jcscjil resolve!' c sal1er quais :1rcos de 
\'Cffi ser implantados c com que c:tp~tcid:tdl'S, Je modo que ;1 rcclo rc 
sultantc satisfaça :1 dcm:Jnd:l de fluxo t' :1pn.:sentc o custo minimo 
de implantação. 
Este problv1:1;'. Jc p1anc.Ja111Cnlu de redes pode :c;cr fu rmu 
l,tJo corno um prohl::crli:t de flt!XU de l-u-:;111 mlnJI!IO l'lll um:1 r c d c 
multiprodutos. Seja 11 ="(Í, j l, J:l'"l ,2, ... ,r!, com i .. 1 c.\. o conJU!._l lll - . 
to U Jc arcos canJiLL1tus ~ impLtnl:lt.;ilo. l' supondo existir [( pr~_ 
dutos diferentes col·I·cspoildenlltJ 
:>CJa xk o fluxo do pr11duto k no 
l11 
às dem:111das entre cada p:1r de nós, 
:Jrco ti (rC!)l'CscntandL) <l 
1]j 
LLldc do arco um OClllLid:t pela dl'Hwnd:l 1-.): seja !h (·•l :1 run~Jo UJ~. 
. 'lll- ---
te- associada ao flU:\0 total no :nco u lrcprcsenlando o custo de lll 
Lmplant<Içãodo arco um l'ill rulll:ilo da C(tp;l<.:Ld~dc a sc·r instalada). 
O produto k representa :1 Jem~-md:1 l'lltTt' :1 Conte sk c o surüdouro 
tk (a orientação é totalmente arhltrá1 í.1), Jc V<Ilor igtull a Jk" 







(11 ) sujeito a: 
K 






-'" ) () 
( I I 
1.21 
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onde I é a matriz de incidência 
k T 
do graro c; =[X,ll], xk = (x~,x~ 
d k k ' ' i'' 
... ,XM) e o vetor Jc flliXOS do Jlro utu · c r c um vetor ue 1 
n i do por 
I k d se n=s ' k k k flo:: 1 '2 ' r = I -d se Il :-:: t k . '' ,N n o caso contrário 
.t Jlrcciso rcssa1 ta r que (P) c uma forrnul ação 
!;Ir de um problema de fluxo cnt rede con1 mt•ltiprodutos, 
parti c~ 
uma vez 
L[LIC não apresenta rcstriçGcs de capaciJ:tdc sobre os arcos, gera! 
mcn te do tipo 
K k E X .( b 
k=l m m 




X c 1n=l, .... ~1 ; k=l, ... ,K (4) 
m lll 
A caractc1·i:aç~o de tllll prohLclllil de fluxo con1o multipr~ 
dutc se dâ através d;l compctiçeío ver i C i cada entre os di versos prq_ 
dt•tos na utilizaç~o d;J rede. l2st;l conlJ1Ctiç5o pode se cxprC'ssar 
por melo de restrjçÕcs, coJno no caso de· ( :=;), e/ou atruvés ela fun 
' 
•-JlO objetivo, no casu de (l) Jl:lO Sl'r 1 nc :1 r. 
Os problem:ts do tipo (l)-(4) com função objetivo 1 i nc 
a1· foram ji bastante cstt•J~~los COJJIO Jloclc ser vcrif\c:1do no tr~th8 
lho de condensação de 1\cnningtlm {:')}. ll problema de planificuçiio 
de redes aqui anali;.;~tJo (P) se i!prcscntil como un1 proh:!cma de mui_ 
tiprodutos pois as l'Ol1C!V:!S, 
devido 3 economias de t'SC:tl~l q11e sc vcriCicam em implant<H.;ão de 
a1·cos com capacidaJl' clcv~Ja. 
A minimiz:1~:;lo de' fnn(\lcs cli11< :1v:1s sobre poJ icdros co!l\Jl' 
xos (definidos por c.\L~mplo por (2)) é- um prohlc11W complexo de\IÍ 
do ~l exjstência de v:Ít-il)s mÍni111os loc;1is. Algoritmos de ''Scpar~! 
~iio c J\\"aliaçiio PrOL' rcss i v a" 
" 
l" h r nn c h- ;111 d -houn d") s:w J UllJCCl Jllil 
ncjr::1 conhecida de ~;l' ohtcr solul:llcs ~;loh:1is {1, 1~}. t:ntrct<lnto 
duda a sua natureza crltlmcl·ntiva. estes :tlgoritmos corJsomcm cxcc~ 
s1vo tempo de comput:tçilo, sô S('ndo possível o tr:1tarnc:nto de pr~ 
- IIR -
htcmas de dimens8.o reduzida. Por cc:;tc motivo, dcsenvoJvcram- se 
:dgo1·itmos aproxim:-tdos, como os algorit"illos de "J incar1zcH:õcs su 
cessivas" c "supress:lo de ctr"Cs!as'' apl-,·scntaJos por ~Llnoux {1} 
r.ste Último, ('JTI particULlr, 6 O qUC' llOS intcH'SS:1. 
l_j •• ) 
Trata-se de u1n método ha.:oeadu em melhoramentos i_tcrati 
vos a partir de uma solução _inicJal, c~lUsados j)Ol lllodificaçõcs 
locais no grafo, do tipo SUJlress~o de :1rcstas, a cxc1nplo de alg~ 
ritmos semelhantes de adição de arcstas,ou trocJ lh: drestas. Seus 
fundamentos teóricos estão resumidos n scgui.r. 
Definição: Uma soluç~o unirotc;1da para o proble1na (P} 
e aquela onde a demanda de fluxo entre qu:t.isquer par de nós o sa 
tisfcit:1 através de lll~Jlinico c:tminho (rot:t). 
Teorema 1: >~o caso cLJ fun-;i.io objetivo Cll ser 
uma soluçao ótlma de (P) scra tun:J solth.::lll unirote;~da. 
LtllC:.lt', 
Sendo (1) llnc:tr, o proh1cm.t (_Jl) torna-~•c scp;_Jc:lvcl em 
K problemas independentes cuj:t solutJlu ot111W, na :JUsêncin clc- res 
t-riç6cs do ti_po (4). consiste em ::>~ltisr:t:o:cr toclil a llcm<lJHl~t 
l':lmjnho de custo mÍ11imo. 
pelo 
Teorema Z: ~h, pontos C,\trvmus de (2) çorrc::,pondcm <.1 so 
luç6cs uniroteadas. 
O conjunto ele pontos e:.::trcmPs ck (2) pode Sl'r gerado <__! 
' traves de resoluções ,lc \':!!'lOS p roh I CIIU :; I I' l com ·, Urll;uc 5 oh j '-'ti 
vo lineares convenü·ntc:·s. _-\ssim, pelo teot·cm:'l 1 todo:~ os ponto~. 
extremos de (2) súo S\lluvlc~ unirutc~ld:i:->. Nu verdade cu r tT~>pun 
ci,;m a soluções bi:isicc~~ puis uma ~;o1uç.-to qualquer ~:;emprc püde ser 
colocada como comhin:1..,;úo convc·ct de solu~.,;Ucs unrrote:ul:ts. 
Teorema 3: No cu:-;o da fum;i'1u ubjct.ivo (JJ ~:;cr conL:<tva, 
u:·na soluç~o Ótima de (Pl scr:l lllll<l ':'o_[u,·:lo unirotc:td:1. 
Isto se sq~lll' Llo Cato de que tllinimiz;tc:::io Jc -rune,;iJo COII 
C<lVa sobre poliedro col\\'cxo ocorre pelo menos em um ponto cxtre 
me'. Na verdade todo::; os mÍn1mos locais que existirem 
ctli pontos extremos. 
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Teorema 4: S('ja Y0 uma solw;Zio unirotea(LJ de' (P), asso 
ciada ao 'o'rafo C =[X,LJ], e seja o arcou =(i,j.) Lll liUC Y0 > O.Sc 
. li q 
Ja L o caminho mínimo, com valor W(L). cl{trc os nós 1 e j no gr_c~ 
fo G'=G-{u } cUJ-OS arços tem com1Himcnto ó (Y 0 +'1'0)-"' (Y0). Se 11aré1 q 1m m q ~'m- m 
todo arco u s G, tal que u f a;: parte de um ciclo c Y >O, q q q 
W(L) 
"11t?ío, Y11 c- 1 - -t. I I ·' (1'1 ~ _ so uçao o 11118 oc:1 uc . 
Prova: Seja umcl 
. d yll ' t1 r e , re-roteanuo a 
minha L do grafo C'. Esta 






" o q 
yl 
" 
yD + y(] 
u u q 
- ,.1 'j solut,~ao · qu:1lquer construH a a pa_!.: 
tota1idaUe elo fluxo Y(l >O sohre o ca 
- 1 ~ q 
solucao Y scra uma soluç~o unirotcada 
vuiL,u=/- u q 
v u 1· L 
Obviamente, Y1 satisfaz :.:ts n'stciçõcs de (P) c 
1: [·r (Y 0+Y 0 ) - rp [Y 0 )] 
ttcl. \1 11 q u 11 
_......--___. 
\Vi L I 
Para que 
[I . 
J SCj,IÔti:no ]DCill de (Jl), 
o que prova o teoremil. 
Em outras p:tLt\Iras, ::c para todo arco, que faz 
de um ciclo Ue uma soluç:Zio (unirotcad:~), onde passa fluxo, a rc 
' 
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distrlbuiçZio desse fluxo no rc:;Ltlltc d{l !-'J:t[u imporLtr num cu~;to 
lll.tLor que o cttsto de lmpl:ltJtaç5o do lnt'SJI!U, cnt~o esta soluç~o 
- . ui:J Jn1n1mo local de (!'). 
Sc1npte que esta condiçJo n;-10 for vc:rificadél, cxlstir;Í 
I - .1 I) ·yll) - I l uma so uçao 'r tal que '~l Y < ~~l qttc ser a a )ase co ~1lgori:!:_ 
rno J.c supressão de élrC'st~ts que é aprcscnt:tdo ~~ 
s5o mais simples . 
. .\LGORIT0'10 DE SUPRESS.:'\0 m: i\RFSTi\S 
a) inicialização (p'"'O l 
SC'(TUJr em sua 
" 








v c r 
ll 
c o fluxo total no u1·co um. Seja Qk o c;tmiJiiio ligan,lo os JIOS sk 
c tk atrilV~s do qual se escoa o flLlXO dk nesta soluç~o. 
h) Para todos os arcu::; u =(i, il onde Y(l n, succs~iv;Jmcntc q . q 
h l ) o~~tcrminar o c:Jnnnho mínimo L L'lltrc os nós, te i 1le (;' = q -
= - u CUJO=' ~rcos tem comprtl:tl'ltlu ~~ 1 + -dJ \ . ~>C G(4 . - . C"u\ol c·ol'" lll Jll q - -lll lll' 
ja W(L ) o CO!ll\lt·imcnto dc~tc c:tntiJJilo. q 
b2) Calcular 6(4) =\VIL ) - J> (Yll) . 
. q . q q 
c) Na iteração p scj:t _'(p a soltit;::Ío untro1t~:HL! corrente. 
Determine u = (i, j) tal Lfue: r . 
6(r) = MIN 6(q) 
q 
d) Calcttle o caminl1o mÍnimo L 
r 
cujos ~rcos t~m comprimento 
primento deste catninho. Se 
- q, (Yt) > 
r r 
entGo, faça 
~11 ~; i\(qJ 
qf-r 
-Cillrc os 11cJs i c j do grafc1 C-{r} 
rp lYt+l t}-{p (Yt)- Scj:1 W(L) o COIII 
!11 m r m m r 





c) Se W{L)- ifl (Yp) ;;.O,PJ\RE: a soluçúo yP e localmente Ótima.Ca 
r r r 
so contr5rio, vã at6 f). 
[-) D r· . vl'+l l - . t ' ' e 1n1r J como o nova so uçao tJJlJro caua onuc 
dk se escoa sobre o caiiiinho 
se u ~ ql' 
r k 
L ) - {u } 
r r 




A base do algoritmo esta no ciílculo da t;dwla !J.(q) no 
item b), cujos valores representam a VilTi[tção de custo consccuti 
-va a SUJlressao de Ulll arco quall[UCr pur~1 todos os arcos de G. Nu 
ma iter:1ção p qualquer, após :1 supress:lo de nlguns arcos P certo.:; 
A(q) modificados, no i tem c) obtém-se 1\(r), sendo que em d) cal 
cula-se o valor mais exato L'Y(r), que pode ser diferente de !J.(r), 




1\r(r) > 'JlN 
qtfr 
i\(q), atual i:.:rmos t,(r) +- l\P(r) c voltamos 
6(r') ~li:-.J L(q) signific:1 que r' é o segundo arco na 
q/r 
ordem dos l\ crescentes. 11ortanto, du:1s corsas pode1n :1contecer: 
l\ p ( )' ) (l, ent:to o 
realmt•ntc rcti r:1do C' <-Jtu:Jll·_·.c !J(r)=(l~ 
<;ll(r'l. 1'1\RI'. 
-arco u scrn 
r 
se n ( f\.P (r)( 
tY(r)-' f\( r') significn tj!ll' 6 possível que a supres 
-s~o do urco ti , SCJ.;I Jn(•))J(Jf. l1or ISSO, 
r 
nao se su 
pr1me ur' c atuaLiza-se u valor L'l(r) ~- llp (r) , 
Em suma, ~111:1l i sa-sc a cad:1 1 te r<H;ao se a c1 iminação 
de um :1rco, e consctJUCIItc rcJistrihuic~o do SCLI [luxo pelo cam1 
nho de 1nenor custo qttc o cquiv:Jlc, 5 v:rr1tajosa. Caso n~o o seJa 





Convém obscrv:-1r que o alr,orltllll) é :-1plicCtvel aoproblemc1 
(l'l com função objetiva côncuv-1 qualquL'r, r:m particular pura uma 
classe de funções dE.' ..._·usto especial, "dc1ta-lincar", Jo t:ipo 
I (I ~;c " - li c)m(a) 
' I ô + ;11\, ,;c a . [I m m 
onde 6 é o custo de llllpLmt:Jl.;;lo du ;1n·(l 
m 
\Tl por uniJa'-lc de cclr·<JCtd:Jdc iw;t:Jicld,t, 
d:1 funçO.o "escada", comumente ut iJ i :é.::d:1 
( S I 
~ . -
u c a c n custo v:1rt:1 
lll 1\1 
,JUC C Ul!l:· ~~lmpl Í r1ca~·;w 
para pnJhlcm~Js dcs 
t~l natureza, este alror1tmo apresentou relativa eficiência, como 
certificado em aplicacões n::t ât·c:1 de comun_i.cações {1} c potênci<l 







C<lpélC i i_l;Jdc 
inst:daJ:1 
;\lêm do mals, algUlh J:ll~lhoramcntos po(lc:n torná-lo ainda Tll:'J_Is a 
trativo neste caso, cOJIIO o c:il..._·ulu cx:1to da vana,_Ji.o de custll a 
c:1rretada pela e1 iminat:Zlo de un1 c1rco (i ll'lll h2) c .1ma rcdistrihUL 
porque 
tluando fixados os <lll_-us lk l;, 011 sc_í;t, cstabclc:t-ido 1.1 L-usto fixo 
("associado à prcsent(~ itcrcl<..;Úu, o prublclll<l de roteal'ICnto se dl' 
l'\)Jnpoe para cada proJuto individualme11tc uma vez que :1 funç~io oh 
j(•tivo 1'estante ê lilll'~lr, só contendo o custo variável a. 
Baseado no f:1to que t!UilJlJo fix~1Jos os ;1rcos :1 seront 1n1 
piantados, o problema de Jc~tenninar stLIS cqwcid:!dcs c~ prat i c~. 
11:,_:-ntc trivial, propÔL'-SC no item seguinte um algoritmo de de com 
Jlllsiç~o em dois nfvc1s o1tde o 11fvcl str11cr·io1' se cJJc:•rreg:J de cs 
colher os arcos a S(·J'l'lll imp!ant:1dos, c·:1d:1 vez de um modo mais c 
conômico, enquanto u nível inCcrior uhtFm o roteamento mais alie 
- l 3 -
quado a rede proposta, Uetenn-Lnando a C<lpacidadc dos arcos. 
E intuitivo CJUC ttuanto maior o n~mero de arcos da rede, 
menoTcs os custos de roteamento dos cahos e maiores os custos de 
cO!lStruçao dos arco~. A soluç~o de cOJII]lfOlnisso determina o nun1e 
ro ideal de arcos, suus loc~tliz:Iç6os c SllliS capacidades, que a 













n9 de arcos na rede 
Reformulanclo-sc· o problema (l'J com funçiio uh_jct iva"dc_L 
t;I-linear" {5}, atr;1n~s lLt introduç<lo Lk novas vancl\/ClS Jc doei 
s;to z clo tipo booll~<lllilS, resultando o Jnohle!na (P') 
!ll 
Deste modo, c.onscguc-;;c unw ~~cpar<Jçao entre custos fi 
xos e v~1riávcis, os p1·imciros assocl:ulos ?is \iari;Ívcis z=(zm). m= 
k 
=1, ... ,0'1, e os segundos assocí.1dos J.s V<lríiiveis x=(x ), m"'l, .•• , 
lll 
~1, k =1 , ... , K. 
' 
( p ') 






I 8 z 111 Ill 
k k 
s.a. Ix = r 












k '""' 1, ... ,K 
lll = 1 ' ..• '~-1 
1n 1, ... ,H 
- ------- J 
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( 6) 
( 7 I 
( B I 
Projetaitdo-se (l'') soh1·e os espaços das v:JrlaVels z. 
temos o problema projetado equivalente lP~) 
-------- ---··--· ----
. -- ------ ·-'- - --· 
----- -.----- . ", ___ 
(PP) ) ;) [ :\'I K k Jt MIN T. ,, z + l\11 N :_: ü ,, X ' a. ( 7) m"'J Jll Jll m= 1 m k""' 1 Jll Iz X 
·-- ·-------•-•- ------• ------••----- ••-• -v----•-• 
O mini.mi .. :1ndo intcri.ol' corrcspondc ;1_ um prubJt•mJ em X 
p:1ra um valor fix3d<..l CF! z. O valo1· eStimo deste prnhJcnq pan1m:-::_ 
trizado em z, v(z), pode ser obtido ;Jtl·;nrés da rc:ooluçúo do ~;uh 
problema 
,--------------------- -----
:>1 [( k 
v ( z) i' LI \! [ ·-. a c X 
Ill = J m k =l lil 
s. a. 
(Sl') 
k I , , •• ' K 
111 "' l , ... , fvj k 11-z)x -0 
\ __________ ~~-~----- " J, ... ,K 
- lS -
Supõe-se que (SP) sempre tem pelo menos uma ;:;oluc.;i:io 
f5ctivcl, ou seJa, qnc os z fixados :-iClllJHC definem um grt1fo con~ 
xo. Esta pre1nissa sig11ifica qtla o COJljttJJto V dcfi1Jido por Geoff 
rion {6} - - . c nao vaz1o, 1. e. , 
k k k V ={Z/Ix =r c (1-z )X =0 , TI\"'] ••• ,M 
m m 
para algum x >O} f 0 
Resolvido (SP) para um valor particular de z, (z=z) c 
encontrado v(z) é possÍvel, hi1SC<1clo nn teoria da dualidade {5} 
obter um hiperplano suporte a Cunç~io v(z) no ponto z, dado por 




v I. l 
\V l ~:) 
z. 
-C[UC' \'l'-'_) l' convexo S{' ( SP) r o r convexo !' S}. No 
caso aqui 
ObServe 
tratado v(z) na verdade 6 discrctR, JJias por facilidade 
de compreensão está Sl'IHlo ilustr;ltLt uJmo l·ontínua. 
A inclina~::lo deste hipcrpJ~lllll C. darla pelo vetor multi 
plic<J.dor À associaclu ?!:o rcstriçóes p<ir;un'-~trizaJas em z. Unw vez 
que tais restrições não cst!to explicit:id;ls em (Silj 
Ja rede), é necessário um trabalho de uhtcnçiio Jcsta incl in<IÇélo 
À haseado exclusi\taHlcntc em uma anâ1isl' pós-otimiz~Jçilo, como dc~­
crito adiante. De qu;dqucr modo, conl1ccidns vários destes hipc_l.::_ 
planos 1)(z) é possível ~1proximar v(L.l 11111" sua linc;1rizw..;ão ex 
terna. 
v(z) = supremo 
.I 
-1) v (z 







-FlnalmcntL', lembrando que o supremo c o menor 
- 1 () -
z 
ljrnit;!n 
te superior, o probJc;11il projct:Hlo pode :,;cr aproxinado por 
]'.! 
{ E f; .. + o} '· 




s. a. v J 
z 
111 
11,1 m=l, ~! 
_________ i 
Este problema mestre (1 1 ~1) coJ1Jstltue o níveL super1nr 
do algoTitmo proposto. Seu objctlvo é escolher uma rede z (co~ 
junto de arcos a serem implantados) e fornecê-13 ao sub-problema 
{SP) que obterá o melhor rotc;uncnt-o da_c; dcm:wdas c pcrmitirâ,por 
sua vez, melhorar a l incolrizcuJto externa Je \'(Z), tornando o pr_g_ 
b.lema aproximado (P0i) cDda vez mai:; real i_sta. 
A conveni0rcin deste n16todo l'[!Side em grande p;1rtc no 
f·~tO Je que (SP) e lll\1 ]lTüll]l'lllil SC!lilr~\·cJ. OU SCja, 
K 




--- ~-·--- ·---- --------- ---- --. 
k 




s. a. Ix h k o r 
h ;, () X 
k (1-z ].x 
m rn 
() m=1, ...• ~-1 
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A solução 
de custo 
-de (SP)k c muito simples,bast:Indo encontrar 
mínimo ligando e 
definida pelo z fix~Ldo, onde os compriiiiCntos 
por a: . 
Ill 
tk na rede (concxaJ 
dos arcos são dados 
A estruttii'tt llicrfirquica de c~lculo em dois nrvcis cs 
t~ esqu0matizada a s~guir: 
( 11 ~I) 
i 
z' l k k v ( z I \ 




RESOLU(.\0 DO PROGRA\LI '11 STRE 
O program:1 mc;.;trc é um prohlcm:1 I ilH'tlr misto, com va 




s.a. a ;n.-L~-1 l + ,:J (~-;JJ 
z = il I 
TTl ' 
m= l .... ,lvl 
' 
O artifÍcio usaJ.o para a rc~o"lução de (P?-1) e qu12 ao ·tn 
\'~'s de procurarmos otimalidade, buscamos :-tpenas a factahll:iclaclc, 
j,;to é, uma soluçiio cujo valoT sej~t inl'crior :r LS·-C. Desta forma 
podemos formular o pro)~rama mestre como achar um vetor z=(z )fac m -
trvel a~ restriç6cs: 
a 
Oz + a < LS- s 
l:liminanJo-sc o terttos 
v j 
onde LS e o menor valor da funç~o objetivo at~ ent5o encontrada. 
Observe tjUC este prohlcinn mollificado: 
Achar zo[c ) 
lll 
t~tl que 
j =I "- ..• p 
pode ser resolvido por um algoritmo de progr:~nwçiin zero-ttm puro 








a. o 6 
Jffi m 
.. _. z 
m m 
a. z < h. Jffi m J 
• J ; J 
lll 
z -"'Ü, l 
m 
j o L , ••• , p 
m=l, ... ,iv1 
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OBTENÇÃO DOS ~!ULT!PL I CADORES 
Uma considerável parcela do csfurço computacionnl Uo me 
todo aqui proposto cOJlsistc 11u ohtenç~o dos multiplicadores ~.Se 
j ~~ m i as variáveis booleanas forneci 
m 
Jas pelo programa mestre (P~1) c seja C=l.\,!J] o grafo cor rcspü.!2_ 
- -
dente a z, onde U c 
a inda 
v c z) ~ 
K 
z 
o conjunto dos arcos u tal que z =J m m Seja 
k -
v c z) , 
o custo variável total, obtido pela rc.:;oluçJ.o dos sub- problemas 
(SP)k' k=l, ... ,K. Lembrando que os multLplicadores X 1~eprese~ 
'v m 
tam a variação marginal do valor 6timo v(z) em relação a uma va 
riação em z , e que z s~o vari~vcis discretas, utilizamos os se 
m m 
gtlintes multiplicadores: 
i) se z = l 
m 




vCzl- v(i l 
·--m-
onde v(::. ) 
mo no grafo 
reprcscnLl o Cll':itO 
(;- { u } , 
lll 
varj:lvc1 
Caso C-{u } for um ~',rafo desconexo, fat,;a 
m 
i i) se z =ll 
l1l 




" l- -m+ l \u"-v(z)-vz 
pc rtcncc o 
to t :11 
- rn+ 
onde v(:: ) representa o l'Llsto vari:Ívcl tottll 
mo no l~ra[o 
' mJ n 1 
' " lllllll 
:1) Escolha. um parâmetro de to!f'r~nl-i:l ll; 
0 
. I . I quer vetor .z con\'C'll1C'ntcmcntc cs~_·o[lll o 
i11ici:llizc com CjllU~ 
(p,rafo l:unexo) .Rcsol 
va o sub-problema (SP) paLl o z~:: c \JlJtenhn o vetor multiplic~ 
dor :\ 0 • Faça p=l c o limitante supcl'ior LS=vlz
0 )+6z0 . 
h) Resolva o problcJJI:I 1ucstre cuJ·J-cllte. Se o p1·ol1iCJU:1 JIJcstrc r1:Jo 
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tem solução, PARE: a solução ;Y é ()TJ\\t'\. Caso contrilrio, seja 
z* uma solução Ótim~1 e vá para c). 
c) Resolva (SP) para z=z*. Seja x* uma solução Ótima e v(z~-) o 
valor ótimo da função objetivo . Se v(z*)+6z* < LS, faça LS= 
=v(z*)+Oz* e atual izc a soluç~1o incw1hcnte, isto e, frrça (X,i)= 
=(x*,z*). Faça p=p+l, iP=À* e ;p=z*; volte a h). 
11.5 -Testes Realiz:tdos 
Os testes foram realJzados sobre exemplos teôricos,coJn 
base nos dados gerados por Minoux {1}, ;t partir de quatro grafos 
l1:tse da figura abaixo 
c ia Iu dos arcos). 
a) Grafo Gl 
L) Grafo G3 
b) Grafo G2 
lUS 
~· ( 
I 3 / 
"---· 
d) Crafo G4 
! 3 
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CJda exemplo ~ então definido pelos d;tllos scgt1intcs: 
a) um coeficiente k (L:oeficientc de correr;ão dos comprimentos) 
permite calcular os comprimentos Q, de caUa aresta pel8 formu 
u 
la l ·parte inteira [lOOk+(l-k)I ] . 
u u 
h) associa-se a cada nl) x. s X um mlmcro 11(x.) 
1 1 
(cham<Hlo "peso" do 
no x 1) e define-se (para i< j) as demandas d .. pela f6rmula: 1 J 
d. parte inteira [K[rr(x.) ·n(x.)lct/(w. _)B] 
.lJ l ]~ lJ 
-onde a casao dois cocficicJltes d:JJos. W •. 
lj ê o cornrrimento elo 
comprimentos ! )e 
u 
camiitho mínimo entre x. e X- (em fiJDÇ5o 
J J dos 




[ rr(x.) rr(x.)]a/(w .. }s- 100 N2 1 J 1 J 
As funç6es Jc custo -s:\0 
par a 
dcdt:1-linearcs d<1 form<J 
Y > 11. onue 6 e o custo fixo. 
u 























'-los---di [c----~· -----c--·--- ~ 
Grafo basL' rcntc's 
ordem) 
nos (em c:t R 









o 10,5,7,8,3 1 2 
ll l,~J,b,d,lO .] 2 
0,5 2, 5,111, S, l l Z 
O,S 1.~.Cl,4,10 1 -2 
. I 10,!0,10,10,10 I O 
----:---~~ -----r: 1 ~:[:-:;:f~~- --------r --T--·-r-
-0,11 5,10,2,7,B, 1 1 I 2 
-u,4 1. s,s,:.,(i, 4 1 
1
• -2 
I I. 5,8,2,6, 4 l -1 
-·--11----~,- -- ··----- I ( 1,~,.3,'~,S,6,7 J 2 
O 7,1,il,S.4,3,2 I 2 
o 0.5.4,8.7,6,3 l 2 
1 1,2,2,2,2,2,2 fl,S l 
1 0,1,1,1,1,1,1 J , O 
-·--o·-----s;-:-r-;lr~7-~', 1. o, 1 . 2 1 ----, --z--··-, 
O 9,S,3,l.,(J, :1,7,10 1 2 
0,5 5,4.8.7,3,10,1, 2 l 2 
11,5 0,S,3,2,G, 1 ,7,10 J 2 
ll .: __ • 8, 7 .J _ :__!_~_~l__,_ __ s___ L __ !___:} ___ _ 
' 
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A solução i11icial utilizada cot·rcspondc n u1n unirotca 








algoritmo "branch-anr.l-lwund" aprescnt:1do no ape!!_ 
dice A 
algoritmo de -s u p r c s s .10 dt' arestas 
para runt;Õl'S de L"LIStO dc]ta~J.Lnear 
algorilmo bc1seaJo no mctodo de dccomposil,;;}.o 
Bcndcrs 
algoritmll de SllJlress:lll ,]c 
de 
para funções custo conctvtl qualquer, apresentado 
por 1>-linoux {1}. 
obtivemos os seguint~s rcsultaJllS 
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Rcsul taJos obtidos 
l*) indica que a soluç~o 6tima glol1al foi encontrada. 
~--~-~,---~~--,-
V<J1or do~~ ~- ~~-~-,--- ---~-~~----------- -- __ , I - I 
custo fixd 
i 
( ;\1 J (M) (i\2) ( i\3) 
( 6 J 
,--- I 
I I 10 207505 I u so 232 970 
I 100 255 265 I ' r------+--~ --r------~~--~-· 30 2423301' 'I 12 50 252 655 * 
-~~ -~------
200 315 370 * * i * 
sa 319 676 • • ---4- ~- I 
100 358610 , , • 1 
r- -----~1, _ _-2'"~-"~--t~i-~ ~~; ~-~ :: ~ ~ ~ ~ 420; 'li':J_ L _4_2~~6_4___1 
13 
I 300 I ·172 zso ; 475 0:17 * ~-
+1---'~"~"~"-----+1- ~ ~ ~ ~ ~: >-----:---------~------:---- :-----· ~---~ 
14 
,--~:s --~1-~-~~~~~~~~~. 1 ~~~: :::::: : : : 
i 5o * ~-
--.,-
:142 12 o 5 '1 3 :1 :; I l 
21 I zoo (1(1 - I :_]() '\' 
" 
,------t-__::_:5 (\1:.::_00------, --~~~--------~ -~ ~ -
I - ·P2 8.)5 -)c 
s 5 ~I ll 3 4 i 
-------.. ,.- ---- ----------------
22 1 1oo 










25 500 !______ l ()o o 
·-"-'--
s :n ~) l 4 ' 
GS4 885 658 
82 8 h78 i 
705 589 i 
'74 7 ~) 9 3 750 
805 S54 81 2 
-------
(lll 200 (1) 7 
8 (I 5 l)()() 81 8 
1155 ~) o () OSR 
·- ---------··--··. 
' ' 




1 ~) :~ • • 
2 :18 ' ' 
------------·· 
4 \I () ' i 
(l ( ltl i ' 
:'j()(l ' 















:i :;6 l 8 2 
5 11 (J 71J 
() ~) 8 81 u 
-----
---------
3 34 2 8 -1 
411 093 
509 764 L-----~--~5~0~0--~~~~~~ 
i 50 368 89 7 
33 449 226 









111 l ' 3:'i(J 5 8ü 
' ' 
' * 
-- ------------·- --------·- -
885 * * 




4 85 ' * ' ' I 
' 273 453 758 453 758 ' I 200 
L--------~5~0~0-~-
318 
566 826 5 811 1 51 : I ____ 5_IJI..__;i_ZlL ___ S_Z(I_5]6__: 
331 
-------·· 
l 020 600 
(]3J 000 l 0."(1 2llll 
* 
1 03b 20() 
1000 ' l <-1-38 200 -k * 
c___ _ .:__~~----;,._ .. __ ------------- -- --·------------ ---------: 
326 1175 8011 
l 480 200 
z .. H s o o o 
7()3 080 
1 1 7:; (l()() 
l 57S tlOO 
1 17.?, (-i()() 1!7:1600 
35 1000 
- -,...-,-~=-=-=~-=~="' 2 (~_Q~8~~ 
so 
_)_ _ __5_'12 8(t(l_~--
l ' ' " 
4 ."S 
200 905 341 






{l l 2 3 h r: 
~\:) "~ ~)() s 
I UUJ ~1:)7 




._,i l S:'iO 
(] _(] ~I .. ·: s :-l 
2 i·::; SI i1 
- __ .. ----







' - ., 
., ·' ' 
-k * 
* 
772 .37! í"72 371 
* 
* 
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1 I.6 - Comcntirios 
Como pode ser visto no quaJru Jos resultaJos obtidos 
com a especializaçUo Jo algoritmo de snprcssão de arestas para 
runçOes custo "de1t:I-lincélr 1 ' (.1\2), obtivemos melhores resultados 
que os apresent:.tdos em {lJ, coJilo era t'~~pcTado. No entanto, ainda 
iiSSiln, a sub-otimallditdc deve se dctct·toritr cnm a dimensão da rc 
de estudada. 
O me todo base aJo na Jccompos ição de BcndcTs (A3), -na o 
alcançou otimalida(lc glollal em todos (JS casos, como se pTopunha 
inicialmente, ou por necessitar de multiplicadores mais prcctsos, 
ou por "cortes" melhores na função v(z). Para que estes probl~ 
1nas detectados sejttm contornados, se f~z neccss~TIO uma pesquisa 
l[Ue Jejxamos em aberto para tiln tritb~llllo futuro que concretize os 
resultados esperados do ponto Je vista prático. 
CIP!TIJI.O I I l 
- ~' 7 -
I l - PLiiNEJiiMENTO A CURTil 1'1(,\ZO 
lll.} -Descrição do Prohlcmo. 
Nesta etap:L, a prcoctlp:tç~o do Jllanejudor 
determinar o roteamento Jc circtiitos e :1 llCccssid:Jdc 
vos em quantidaUc, tipos c locais aUcqll:H1os da n:dc, 








tisf<lzcr a demanda de troncos cntn' trllhs as ccnt·rais, :1ss·Lm co 
mo os padrões técnicos de transmissão, :to menor custo possfvel. 
Neste caso, a topologia da r·cdc 6 pr6-fixadu pelo pl~ 
11ejador, ou seja, são COllheciJos os n6s c arcos do grafo 
ciado para o período do planejamento. 
asso 
A demanda de troncos entre cada par de prédios é scp~ 
rada entre os diversos tipos de contr:1is a sorcnt interligados do 
mesmo p3r de prédios. J\lém disto, par:1 atl'ndcr os padrões técnl 
cos de transmissão, a escolha dos tipos de cabos a serem uti 1 iz~ 
dns dependem das cara~. .. tcrí.stic:ts das ccntt·ais a serem conectada_:; 
e Jo comprimento do cHminho pelo qual será roteado. 
DESCRIÇAO DOS DADOS U'llLJZAOOS 
-- --
a) Demanda ponto a ponto - ENTR00JC:i\MFN'I () 
Em tclecomtlniL·<h~Õc.s :l dctlland;t de troncos é ]ll-~rsonal i:~~ 
da, ele acordo com o tipo do ccntr;ll do nó or-igem c tjpode ccr~ 
tral do nó destlno, c<Jractcriz~Jndo o conceito de Htulti- prod~-~­
tos da teoria de fluxo em redes. 
b) Plano Nacional dL' J'ransmissclo- p,,\1 .'!". 
De modo a manter níveis adcqu:1dos Ja qualidade das 1j 
gaçoes telefônicas entre quaisquer dois assinantes, o P.N.T. 
estahelece os critGrios ii scrcn1 ollcdccidos pnr11 as ligaç6es 
en trc centrais. 
---------
TIPO DI CENTRAL l'lm IJL CEN'J'H;\L ;\TI'NIJA(:i\0 (dB) RESlS'IÚiClil DI: 
-·· "-"---~---
' 
-----"O":R,IGE='M,___ _ +-- llloSTINO . 'li~ MI\X "IJXJP" ~~~X, (QJ 
- -------------··-. --------"-~----·-------r-----
IDCAL- "CHOSSJli\R" LllC\ L-1 'ASSO A i'L\SSO .: ___ l'o Q_j___ll,JI __ ._. __ _1_4110.,_!1_. __ 
i LOCAL-"CROSSBAR" TII'\DHl ORH;I::~·l il. () 2. 7 i 2()00.0 
---.. ~ -·- -----·----+-------------·--· 
LOCAL-"CHOSSBAR" T;\Nlll'~l IJLSI' INO i j : " (] 1.7 
' 
2(](1(], () 
---- , _______ ---- ------y-·--
TMNS!TO ___ ---r-Ll1U_L --------·· ' 
---~-----·-------~ 
~.l /,{]()(1.0 
---------··T----------·--·· .. -· 
'-----
l') Característic<ls do~~ meio:-; de t r:lnSml:;s:to 
As caractcrfsticas dos cnl1os Llti1iz8dos são 
com o comprimento. 
TIPO DE CA llll ATENlli\(1\0 FcSIST[NCIA 
I ( JB/km) OI!M!CA (~/km) 
I 
----~-
2 6N I' l. 59 276.0 
241\P 1 . 2 9 171.0 
22Kl' I • O O 1 o 6. o 
2411 ll . 7 4 176.0 
2211 o. 4 8 111.11 
d) Caminltos entre caJ:1 par de nos 
Os caminhos (trajctôrias) entre cadn p[lr de 
nhecidos "a priori" pelo plancjaJor C', devido il.s 
- 2 8 -
lineares 
-
nos sao co 
restrições 
de transmissão e outrc15 parliLUL!Tldildcs, formam um :-oub- cun 
junto extremamente pcqt1eno do coJljLJnto total de todos os ca 
minhas possfveiS CJJtre origPID C destino. J1ara UffiU arca lDC'tfO 
politana, uma form:1 altcrn;ll-iv:l par:! csl·o1ha Jcstcs C<lllli n}lOS 
pode ser feita utili::::undo-sc o alguritmo dos caminhos r-mtnl 
mos {7}. 
cl Exemplo 
Seja uma ligação entre duas u'ntnds do tipo local 
("cr0::5Sbar'') ao longo de um caminho Je H ,O km. De~crmi.nur os 





resist."1oup'' múx 2lHJO 011!\ls 





1 g<lç.ao SitO: 
OF.S: Neste trabalho col\SlÜcrarcmos apcn:1s o cntroncanwnto utili 
zando cabo (tran;;missúo :Jna1Ó,gical, scnJo que a~ Jc•mandas 




111.2 - Simplificaç6~5 
Nu realidade este Jll·u],lcJna :t]ltcscnt:J n~o-llncarid~dus, 
como no custo de aumento de novas facll idaUes (por excmplo,os C?_ 
bos não sao comercializados cnt Jl:trcs, lll:Js por certos m6Julos que 
dependem da bitola do cabo). 
Apesar da demanda de s is tcm;ts PC/vl ser hem conhcd da c 
ljllC cada sistema (30 car1ais) tttilizrt 2 !':Ires de caho, Jcviclo as 
c~tixas de rcgencradorcs de pulsos que Jll'Cl'SSi tam de infr:J- cstr~ 
tura especial nas galerias de dutos, JHHlcmos dizer que a neccssi_ 
dade de pares de cabo para transmiss~o digital, por motivos op~ 
r:Jcionais, não e imediata c ser~ cxclt1fJ:t deste modelo. 
Al~m disso, na rede de transmissão tarnh~m concorrem p~ 
r a a utilização dos mesmos cabos as linhas prl vadas para assinao 
tcs lTELEX, PABX, tr:1nsmissão de dados), cuj3 demanda c muito 
ma1s din~mica que o entroncameJlto entre centrflis. 
Diante dos fatores acima apresentados, e dcvldo~s gra~ 
des Uimcnsües do problema. no 1tc'm 1 r r.:~ rormulamos o prohlcm:1 
como moUclo de progr:Jmaçau linear cuj:1 c:~trutur~l particular {CUH 
- "Generalizes Uppcr 1-\ounding") permite :1 implcmCllt:P ..;:Ío comput:..! 
cional em linguagem H1ll.TRi\N. Nu item lll.'l s.Üo [cltos :dguns co 
mentârios sobre est-1 alwrdagcm c o <l1t.:tnitmo de rcso1tH,:ão é dC'o; 
crito no Ap~ndice B. 
Seja uma rede Jc tclc'-·omuni'-·:tçllcs em que os nc:is rcprc 
sentam p011t0S de COlllllt:JÇ:IO lJlr6dLOS), l' tlS diVCfSilS 1 i(JOS de C:t 
ho alocados numa meslllil galcri:1 de Jut1l coJ·rcSJ10IJdcm ;1 arcos jJarn 
lelos não orientado~ entre dois 116s. 
Definindo-se: 
N = {1, ... ,n, ... ,i1} conjunto elos pares de nós ongcm 
destim1 que devem ser 1 Íf!.;Jtlos. 
Tln) {1 .... ,t, ... ,t} conjlltll-o dos tipos de 
(dB, OJ-1!\Js-) de n v N. 
. . 1 g;1çocs 
' 
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i\ c:1da dupla (n,t), tt-TI.n), 11r·i\i. UcCinimus um produto k, 
k=l ... ,K, .1ssoci~tdo <1 demanda k. 
pari1 
Jik) { l , ... ' j ' .} } conJtlJtt(J dos cami:thos (sequê~1_ 
cia ~:tlcri:ts Uc dtJtosJ d:t r·cdc crttrc oi·igcJII c 
destino pelos quai:~ poLklil scT cscoudos o proJ~ 
to h. 
I {l, ... , i, ... ,i} conjunto Ll<ts galcrius de dutos 
xistentos 11a rede. 
U = {l, ... ,u, ... ,U} conjunto clus tipos de cabos (meios 
de transmissilo) considcr;Hlos no estudo. 
Port;:mto, dchJos k c J 1 J(k) dc•fJ.JW-sc: 
U'/o.llc,j) = {ur:-ll/<ltcndcm as exi_1;ências Jc transmissi:ío do 
pt·o,lutn k escoados Jwlu C(lminho J .I I k I l • 
ku x. fluxo Jo produto k ao !OIJ)~O do caminlw j ;-~ .J(k) .a 
J 
po1adLl no c1bo 1l c ll'~(k,_i). 
quantidndc de pan's de l'<ihu tipo u .:1 :;c rem compr<-~ 
dos n~1 g.Jlcl·i_u 1. 
u s. capac.id:HJc lnictcll CJII p:ii('S do l-aho tipo u da g'-2_ 
J 
leria i. 




custo Ulll.t:Írio de 





assoe i :1do 
f~ custo do JlUT de c;Jllo ntJvo :tssocic1do com a vari5 
J. 
ku 




quantld1tdc da Cil]l<lcid:IJc do c:tllo LI 1lu g:tlcri;J 
usada JlOT ci1·cuito <lo jll'Otluto k roteado ao longo 
do c:1minho :J, j E J (k). 
-Minjmi zar o custo tot:1l J:1 cxp<ill:->ao da r:::,Jc dl' tn1nsm1 s 
- 31 -
s~o, que pode ser definido como a som:t dos custos de roteamento 











+ I L 
iE: l ucll 
f~ z':' 
l 1 
Estes custos podem ser intcr]Jrctados como custos de de 
signação de ciTcuitos (isto ê, custos de conexão de circuitosaos 
enlaces) mais o custo de aumento de c;tpacidade (isto ~. infra-es 
t1·utura, material c iitstalaç~o). 
_RESTRIÇOES 
a) Atendimento a dem:tnda - Par:t cada ]Jroduto k, a somat6ria dos 
fluxos ao longo dos diversos caminhos utilizar1do cabos que s~ 





p:1ra k=l, ... ,K 
Estas restrições tamh6m podem ser escritas coino: 
para k=l, ... ,K 
onde ek=:[ll. .. 1] representa um vetor de 1 's Je d-imensão nk, 
c a nl i n<:l] llF (1, , j J ] k e x ku (x. ) J 
b) Restrições de capacidade por tipo Uc cabo por galeria (arco)-
A quantidade de pares ut·ilizndos de 11m tipo de cabo, numa g~ 
leria, deve ser infc·rior ou iguaJ ~ soma da disponibilidade 
n i c i al e os pares novos comprados no período. 
L z ku ku u u u li a. X- + t. -- S. 1 
' ' 
11 E 
kr.K jEJ(k) 11 J L í ] 
DBS: a cada dupla (l,u) existe' um arco L"OJTespondcntc: no gra[o 
associado. 
Na forma Ill<:trricial. o J1rohlcn•:• JlOJe ser escrito da se 
guinte manc1ra: 
' 
s~~J e i to a 
MI~ 1 1 C X ! 2 + C X + • • • 1-
K 1\ 
C X + rz 
1 l 2 7 K.K i\ X + A x- + •• , + A X + lt - lz 













f\1 1 inhus 
K linhas 
k 
:x )0, k=1, ... ,K; t;pO; z?-0 
onde k ku C "(Cj ) t"(t"l 1 
~ a matriz identidade de ordent M. 
c I 
O problcm<J (P2) e um c1so p:~rticu1a-r do p-roblema de flu 
xo em rer.les com multi-Ilrodutos a custo lllinlmo, pois: 
;J) apresentam vari~vcis Je aumento de c:lp:Jcidadc (z); 
h) c~u n~o 6 necessut·iumcitte a soma dos CLtstos unitirios em caJa 
J 
arco de j t:J (k) . 
L·_l a matriz Ak poJc tct· L'lcmcntos di L_'t'cntcs de O ou I, quC' rc 
presentariam (poT cx0mplo) a di fcrcnc_~a entre transmissão anu 
lÓgica c digital. 
d) o conjunto J(k) e um sub-conjunto muito menor que o conjunto 
de todos os caminhos possfvc_i:-:; entre ll or1gcm c· .o destino do 
produto k. 
Devido 
que possui as K 
-a est1·utura e~1Jccial 
rest1·iç6cs Jc Jc1nnJ1J~ 
llO prolllCIIIU liJJCar (P2) 
itJJcpcndcntes entre si, 
demos aplic1r a metodologia GOB-"Ccncr:ll i zed llppcr BounJi ng"{ } 
qtte permite resolver lP2) com uma t1ase de traball1o de dimensão M, 
em vez de (M+K), Es1 :t reJuç~o de base' c :--;u:1s part iculari.dadcs po2 
co1bilitaram uma implemcntaçüo cornpulaciona1 em I-tnguagcm I·'ORTRAN, 
como pode ser visto ol·iginalmcJltc em {12}. e qtJc são comcr1tados 
110 item seguinte. 
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111.4 - Aplicaç~o 
A utilizaçZio deste modelo requer dolS programas auxili_ 
ares. O primeiro (PG~ll) converte os datlos Lla redc,da demanda, c 
do plano de traiismlss5o em coeficientes Ju funç5o objetivo c d~s 
rc~:;trlçõcs de (P2) e tnmbl>m gera um;! soltl~::lo h:Ísicn factível 1111 
cial para o programa ele otimização (P(~MO). O segundo (PQ\12)tran~ 
forma a solução Ótimi1 em relatórios gerenciais que torncmm:1is f:J 










O modelo foi testado numa f:•~c tlc cxp:tns~o d:1 5rca me 
tropolitana de S.Paulo, uprcscntando Lllll:l rcduç.Eio da orJem Jc 30'~ 
dos custos com rela~<lu ao método atu:1Jmcntc em u;;o. 
O tempo de cxccuç:lo do pn_l!;r:Jlll:t de otimi_zaç8o 
- 34 -
11este teste foi de b m1n. 50 scg. Observamos que este tempo pode 
ser diminufdo, caso se agrupe as demandas de mesma caractcristi 
ca (e não por prefixos como realizado uestc teste) do mesmo par 
de pr6dios, reduziJido o nfimero de Vilri~veis de fluxo e de rcstri 
ções Je demanda. 
Apresentamos a seguir :li[',UIIS n'latórios ilustrativos: 
DADOS GERAIS DESTA ~XPANSAD 
DA MATRIZ OIFERENCA DE TkONCOS 
NUMERO DE LI~HAS 119 
NUMERO DE CDLU~A S '19 
ENTRONCAMEN"fO - CAélll= 








:;295 TP.CNC (>S 
Q TRONC US 
OBS.-ESTES VALORES ~XCLUFM OS 
1(?151 TRONCOS 
--3656 TnDNCíJ.; 
<::'iU~CE 'S !NTE~\NOS AOS PR.::D IOS 
DA REDE 
DO MODELO 
CENTROS D0 FIOS 














VARIAVEIS UF FLUX0 52-,z 
VARIAVEIS ~;E FOLGA 4): 
VARIAVE!S t1C AU~1f\!TO 4 ,_., 
TOTAL [l~ VARJAVEIS 6C j ··_, 
R ESTR !COf S :Jr: D'-~MAN~.lA 
R ES TR I COE: S DE CAPAC.:Ofl..[h ' (• ' 'c.r 
TOT 1\t 0[: i~ C STR rco:s -~ -\ J C• 
24NP 



























































RAI''ll DA REDE 
~p - PD 
cp - Pl 
LP - JG 
LP -oco 
PD - JD 
PD - PI 
PO - PL 
!'O - SI 
PD - CO 
PO - PA 
PD - BG 
PO BR 
PO - JG 
PD -·ING 
JD - PI 
JD - PL 
JO - CO 
JD - PA 
JO - CB 
JD - SA 
JD - BG 
JD - BC 
JO - VM 
JD -ING 
?I - PA 
CV - PL 
CV - ST 
PL - SI 
PL - CO 
PL - PA 
PL - AN 
PL - BG 
PL - BC 
PL - BR 
SI - CO 
sr - PA 
SI ST 
SI AN 
SI - BG 
SI - BC 
SI - LI 
SI - VM 
SI - SR 
CO - PA 
CO - AN 
CO - 6G 
CO - BC 
CO - LI 
CD - VM 
CD - BR 
CO -ING 
PA - CB 
PA - AN 
PA - BG 
PA - BC 
PA - LI 
PA - VM 
PA - SR 






































































































































































































































































































































































































































































54 7. 't 
5331.0 
0.0 















1 (.)/. •• o 
18?:13.\J 
y,a .. 5 
A ló .. :.-
12-'30 ·• .c, 
315 .. (: 
llf30.:, 
't06 • (_, 
20t.2:.e 
712.5 






2!+06 .. c 
607.7 
HAJ\Iú !lA Rllll 
s • ?A -oco 
6 • PA - ING 
6 • CB SA 
6 • CB BC 
ó • CB - VM 
6 • CB - JB 
6 • SA - BG 
6 • SA - VM 
b • SA - PR 
ó • ST - AN 
6 • ST - BG 
1 • ST - BC 
7 , ST - BR 
7 , ST - VG 
7 , ST - TR 
7 , AN - BG 
7 , AN - BC 
7 , AN - BR 
1 • BG - se 
7, BG-LI 
7 , BG - VM 
·-a , BG - IP 
8 • BG - BR 
8 , BG -GRS 
11. BG-SM 
8 , BG -SCN 
8 , 8G -ING 
-a • BC - LI 
8 , BC - VM 
8 , BC - IP 
·e • BC - BR. 
9 • LI - VM 
9 , LI - IP 
9 , LI - BR 
9 • LI - !NG 
9 • VM - JB 
·~ , VM - IP 
9 , VM - BR 
9 • !P - GU 
9 • IP - BR 
9 • IP -SCN 
LO , GU - PE 
LO , GU -PHA 
LO , 3R - PE 
LO • BR -GRS 
L O , BR - SM 
LO • SR -PHA 
LO • PE -GRS 
LO • PE - SM 
LO , PE -PHA 
LO , EM - SM 
11; • GZ - SM 
11 • IT - SM 
L1 , SM -PHA 
Ll • SNE -SCN 
Ll • SNE -SBO 
11 , SNE -STH 
L1 • SNE -VKR 
ll , SNE -MAU 
11 , SCN -STH 
Ll • SCN -VRR 
DISPONJDII.IDADES 'ANTES' DA CONTRATAÇAO 

























































































































































































































































































































































































































































53 55 .. G 
o.o 
(). () 
o .. o 
3225~0 


















8.30 .. 0 





?166 .. 6 
n~n 

















4271 .... 4 























DA REDE DI ST . 26NP 24NP 
-VRR 6.5 o o 
-DOA 7.7 o o 
-RPS 8.3 o (\ 
-RGS 6.0 o o 
























2 <111 2211 PCM SOMA PAR-KM 
() 203 o 220 1430.0 
0 492 o 794 6113 .a 
o 49 (! Bl 672.3 
(l o o o o.o 
TOTAL 35390 187746.7 
pi,RES .KM CRUZE!ROS(M!LHOESJ 








ROEAMENTO D~ TRONCOÇ CONSIDERANDO DISPONIBILIDADES 
E SI 220 222 5 
/PARA TRONCOS MEIO KM c A M ! N H o 
1 VG 201 202 lO 22H 11.4 SI AN ST yG 
2 TR 203 204 J 22H 11.1 ST AN ST TR 
3 ST 290 298 299 2ó7 U) 22Nf) 5.9 SI AN ST 
5 PL 66 67 l?. 2 2:'~ p 1.7 SI PL 
ó PL 825 826 q 22"P'} l. 7 SI Pl 
12 co 255 7 21tl•<? 2.3 SI BG co 
14 JD 282 7 22'\Fl 6o2 SI Pl JD 
17 PA 284 289 287 288 11. 24NP 4~2 SI co PA 
18 PA 285 4 24!'lP 4,2 SI co PA 
19 >A 283 286 251 25,?. 7 22NP 3.8 SI PA 
22 LP 260 261 8 2ltH 9.7 SI PL LP 
24 LP 832 19 !4 22H 10.8 SI PD LP 
5 24H 9.7 SI Pl Lp 
25 PD 62 9 22H 6.6 SI BG PD 
26 Píl 65 5 4 24~~p -s .. o SI Pl PD 
1 2?H 6,6 ST SG p:) 
27 PD 262 263 864 9 22H 6.6 SI BG PD 
28 c v 265 266 857 lO 22NP 6.3 SI Pl c v 
29 JG 268 869 9 22H 14.9 sr PO JG 
30 oco 801 802 6 PCI"l 
31 GRS 209 209 12 PCJl 
35 BR 264 8 22H s.s sr 5>\ 
36 PE 293 294 295 296 p; 2:'H 12.4 SI :'R Pó 
37 "E 217 3 22H !2.4 SI 3R PE 
43 cs 240 542 241 543 lü z~~H 1!. 7 SI PA CB 
46 SA Z4b 247 523 6 p ,~ ">1 " . 
48 VM 70 71 11 22rP 7.2 SI co VM 
51 VM 572 13 22NP 7.2 SI co Vl.l 
53 GU 271 216 12 PCN 
55 !P 63 3 Z?! l 9.0 Sl ['e ·~ BC !P 
57 JB 275 276 577 578 6 2?H 10 .. 6 SI PA V>l JB 
58 LI 270 278 279 1 '\ 241·P 4.3 S I BG BC LI 
59 IP 914 zo 2?H 9.0 S! r1G RC lP 
60 JB 579 13 22H 10.6 SI PA VM JB 
64 S CN 442 441 453 
" 
2 ?·! 15.3 SJ 3C r r- SCN 
66 S BO 453 414 ll Pl.f-l 
73 LDC llX -2 
ROTEAMENTO DE TRONCOS CONSTOE RANDO DI SPON I E\ I L! DADES 
E SI 221 223 6 
/PARA TRONCOS MEIO KM C A M I N H O 
1 v c ,, 201 202 5 22H 11.4 SI AN ST vs 
2 TR 203 204 3 22H llol SI AN ST TK 
3 ST 290 298 299 267 9 22N? 5.9 SI AN ST 
5 PL 66 67 11 22NP 1.7 sr PL 
6 PL 825 826 8 22NP 1.7 SI Pl 
12 co 255 7 24NP 2.3 SI BG co 
14 JO 282 3 22NP 6,2 SI PL JD 
17 PA 284 289 287 288 9 22NP 3.8 SI PA 
18 PA 285 3 22NP 3.8 SI PA 
24 LP 832 17 22H 10,9 SI Pl PD LP 
25 PD 62 4 24NP s.o SI PL PD 
26 PO 65 4 24NP s.o s r PL PD 
27 PD 262 263 864 3 22H 6,6 SI BG PD 
28 c v 265 266 857 9 22NP 6.3 SI Pl c v 
29 JG 268 869 3 22H 14.9 SI PD JS 
30 oco 801 802 5 PCM 
31 GRS 208 209 9 P0·1 
33 BR 92 93 7 22H 5 < .o SI SR 
35 BR 264 7 2?H 5.5 sr 9R 
36 PE 293 294 295 296 
" 
2.?H 12.4 SI 8R. F' E 
46 SA 246 247 523 5 p~(l.,• C·' 
48 VM 70 7l 5 zz:~P 7.2 SI co Vi~ 
53 GU 271 216 lU PU4 
55 !P 63 J 22H 9.0 SI BG BC !P 
58 LI 270 278 279 9 24NP 4.3 SI BG BC LI 
59 IP 914 1? 22H 9.3 SI BC !P 
.. 64 SCN 442 441 453 3 22H 15 .a SI 3C IP SCN 
73 LOC l1X -2 
83 VM VM2 10 22H 6.8 SI PA VM 
- ~ 11 -
r.:_QT E /~I"\ E NTO I'" 
'" 
TRONCL!S CONSIDERANDO DTSPONISILIDADES 
DE ?L 66 67 ., 
/PA'i\A TRONCOS ~-F: :r o K'"l c A ?! T N H o 
7 AN 227 229 228 J.G 22,\J() 2 .. 9 Pl SI .~r~ 
8 co 230 234 231 235 2.3 22 22i'lP 2B8 PL co 
l. ;'_il.::.[\!f' 3.,5 PL sr co 
9 se n 34 35 36 37 -66 
lO BC ~~39 r 2Z::\IP :: .. 3 PL e c 
11 co 256 258 257 :2 '5 '1 :?A 22H? 2.8 PL co 
12 co 255 :.~ 2 :,NP 2o8 PL co 
13 JO 852 853 280 881 lo 22NP fto5 PL JD 
14 JD 282 7 221'-JP 4.5 Pl JD 
11 PA 264 269 287 LBB 10 3 2 ZNP 5 .z PL co PA 
7 22NP 5.5 Pl SI PA 
19 PA 283 266 251 252 22 12 22H 5.2 PL co PA 
10 22NP 5 .. 2 PL co PA 
20 PI 210 211 212 813 lO ZZH 8.9 PL PD PI 
21 P! B14 B 15 12 ~~ 2!1 a .,9 Pl PO P! 
22 LP 260 261 ó 22:-.JP a .. o PL l.P 
23 LP 831 3 22NP a.o Pl LP 
24 LP 832 16 ??N? 8.0 PL LP 
28 cv 265 266 857 13 26NP 4.6 Pl c v 
29 JG 268 869 13 P eM 
30 oco SOl 802 8 P01 
33 BR 92 93 15 2ltH 7.0 Pl se llR 
34 BR 291 292 9 2ltH 7.0 PL se 5~ 
36 PE 293 294 295 296 l.:;, ?~::'·i 
43 CB 240 542 241 "543 l.l ~?H 11 o 7 PL JD C:1 
56 !P 272 215 273 ,'1.74 '} 2?H 10.0 Pl BC IP 
57 JB .ns 276 577 :573 14 4 ~ ;: ·-[ 12 .. 0 f' L co VM JB 
lO _2 :2 H 12 .. r.~ Pl c r-. P4 Vl"l J'-l ,c 
58 LI HO 278 279 22 :·' ':'- ·'-):.o < .• _, .. .;) PL ~~-c LI 
85 SNE SN2 1~ ?i-:-; 



















































ROTEAr~ENTO DE TRO!KOS CONSIDERANDO DTSPONTBILIDADES 
32 34 35 36 
201 zoz 
203 204 
290 298 299 267 
825 826 
255 
852 853 280 Blll 
282 
883 
284 289 287 2 88 
285 
283 286 251 252 





262 263 864 








293 294 295 296 
217 
531 532 






275 276 577 ~' 7D 





442 441 453 





























































., " 1-~ 



















": ::'t·l p 
?:;~H 
f.' c ·l 
"H" ' 




















Jl .. 8 
5 .. 9 
7.9 





































































































- /f 2 -
RELATOR TG [.l[ PARES ~r:· Ct\~lD '>*'N;~U DI SPCIN l V~: I S** 
R""MO DA REDE DIST. 26NP 24NP 22NP ;;:ttH 22H PU-1 SOM t>. PAR-Kfli 
• 
LP - PD 5.9 o lZl o 't 3 o [i 16lr 967 .& 
• LP - Pl s.o o o 56 37 226 o 319 2552 .. () 
?O - JD 4.6 () () o ' - 16 ü 59 271 .4 • ..., _) 
PD - PI 5.6 o o (l o 152 
,.,, 152 851.2 
• 
,_ 
l • JD - PI 3.6 12 o o () 98 o 110 396 .. 0 
l • JJ - co 4.1 54 o () 7 o ü 61 250 .1 
I JD - PA 3.6 () o o 1 ,,.,__. ü " v~ o 50tt.,O • " 
2 J) BG 4.4 c G o ó 72 ' 78 343~2' • " 
2 JO - BC 4.6 76 o o ' o \} 82 377 .. 2 • ,, 
·2 • c v - PL 4.6 2(] tl 131 u 171 " 
322 l'tfH ~2 
2 cv - ST 4.4 o C) o u 25 c ?.5 110 .o 
3 • SI - co 1.8 o u o 10 o (; !O 18 .o 
'3 • SI - BG 1.4 o ü o 116 
() 116 l.62~1r 
4 • co - BG 0.9 o o o (J l3 (l 13 u. 7 
6 • C3 - SA 5.0 o o o o 285 o 28 5 1425 .. 0 
'7 • AN - BG z.o l4 o o " 
() 0 14 ZB.O 
7 • "'~ - BC 1.6 o 21 42 (, 186 ~ 2'·18 448.2 7 • BG - BC 0.9 o 19 27 1'1 69 o 131 U9. 7 
·~ 
• 
LI - TP 5.9 () o o o ll o 11 64 .. 9 
9 VH - JB 3.6 130 " o 





9 IP - GU s.o o o 88 ' 125 (l 213 17~4.0 • 
,, 
10 • GU - PE 6.3 o 0 83 o 28 D lll 699 .. 3 
10 • gR -GRS 14.6 o o o :} 19 (c 19 281 .. 2 
10 • PE -GRS 10.4 o o o rn o \) 87 91)4.9 
11 SNE -SBO 6.1 o 40 o o o (l 40 244.0 
r..JT ~·,L 3098 15298.:~ 
T IPO DE CABO CUSTO UNIT.l?A~.KMI PJI..i:tES p:\RES .. KM CRUZ~TROS(MILHOESJ 
26NO 1950 .oo CRU!!:'IROS 3Qt. 1221L2: z .. 395 
24NP 2630.00 C<U!EIROS 201 1012.8 2.664 
2 2NP 3800.00 C 0\U~EHOS 427 2377.4 ~ .. 031+ 
24H 3900.00 OHJ.~EI ROS 397 2273.2 8.f.i65 
2 ZH 3960.00 Ci~U:~ ti RDS 176~,: 84136 .. 5 ~:,3 .2S'0 
PCM o.o Cf<:üZElRCS i) .ü 0.0 










































RAMO DA REDE 
LP - PD 
L? - PL 
LP - JG 
LP -oco 
PO - JD 
PD - Pl 
PD - Pl 
PO - SI 
PD - CO 
PD - PA 
PD - BG 
PD - BR 
PO - JG 
JD - Pl 
JD - PL 
JD - CO 
JD - PA 
JD - CB 
JD - BG 
JD BC 
JD - VM 
Pl - PA 
CV - PL 
CV - ST 
PL - SI 
PL - CO 
PL - PA 
PL - BC 
P'l - BR 
SI - CO 
SI - PA 
SI ·- AN 
SI - BG 
SI - BC 
SI - LI 
SI - BR 
CO PA 
cD - BG 
CO - BC 
co - LI 
CJ - VM 
CO - AR 
DA - CB 
oA - se 
PA - Ll 
PA - VM 
PA - BR 
PA -ING 
:s - SA 
CB - BC 
CB - VM 
SA - PR 
ST - AN 
ST BC 
ST - BR 
ST - VG 
ST - TR 
AN ·- BG 

























































































































































































































































































































































































































1J.92 .. 8 
445.: 
39óG9 


































;?irCJ6 ~ ' 
6ô7 .. 7 
1460 .. ~~ 
6H6 .. :~ 
2658 .. :) 






zoe •. :.• 
RA~IO DA Rl'DE 
1 ., AN - BC 
7 , AN - SR 
1 • 3G - 9C 
7. BG-VM 
B. gc-LI 
e • ac - VM 
B , éC - IP 
8 • BC - BR 
9 • LI - VM 
9 , LI !P 
9 , LI - SR 
9 • VM - JB 
9 • VM - IP 
9 • !P - GU 
9 , !P - BR 
·9 • !P -SCN 
lO • GU - PE 
10 • 3R - PE 
10 , SR -GRS 
10 • PE -GRS 
11 • .NE -SCN 
ll • SNE -SBO 
ll • SNE -STH 
11 • SNE -VRR 
11 , SNE -MAU 
11 • SCN -STH 
11 • SCN -VRR 
lZ • SBO -VRR 
12 , VRR -DC'A 
12 • MAU -RPS 







RELi\HlRIO DE !'!IRES 'IITILIZADOS' 
















































































































































































P<~KES .. Kt'l 
1344,..'-t 
16 76 .. 3 
·:.7051~0 
3221 .. 7 
'_AZO i .. (} 
!'.),(! 


























































464 .. 0 
694.0 
l387~.r:. 
! .. l91y,í: 
1 :;28 .. i 
1(~11 .. 2 
6rt "9 
7613,2 


















<'tl .. 5 
c::...uzEI~OS(MILHOES) 
2 .. 62?_ 
4,.4',_,9 
6/t" 7li<'t 
12 .. 565 
254 .. 553 
338 .. 941 
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DISPONIBILIDADES *DEPOIS* DO ROTEAMENTO 
RAMO DA REDE DIST. 26NP 24NP 22NP 24H 22H PCM SOMA PAR-K~ 
1. LP - PO 5.9 O O O O 0 O 0 0.0 
2. LP - PL 8.0 O O O O O O O 0,0 
3. LP - JG 5.4 O O O O O O O 0.0 
. ~~-LP--oce~- -~<t,'l'·---~---o----o-- -5o---~---o----:1o -- --o- -~ -~ ~- 320 ~ ~3104 .c 
5. PD - JD 4.6 O O O O O O O 0,0 
6. PO - PI 5.6 O O 78 O O O 78 436.8 
• ~j>{) --pt;-------3.-:;,---o--~-~---o---- o o --~-o---- ~o~-~~-~-· - o-----o.c 
B. PD - SI 4.9 O O O O O O O 0.0 
9, PO - CO 4,9 O O 82 O 121 O 203 994.7 
10. --PO - PA--~-----6-.-2-------o------()-~t>------- O -'1'40 ----o-~-~946--·-~---~65-.i! 
ll. PD - SG 5.2 O O O O 39 O 39 202.8 
12. PO - SR 9.3 O O O O O O O 0.0 
13 • -~ro-- ~~JQ--~ 1 o. o o ---~~--il~ --~5o~~ o--~~~,. ~-~-~~-~-- o~------5'1'1f 5740 • o 
14. PO -ING 6.7 O O O O O O 0 0.0 
15. JO - PI 3,6 O O O O O O O 0.0 
16. JO --t>~o--- "·' --~-~-----o---- -o -- ~49-~ -~ ~ ~ o~--~--~ o ~~ ~~ ~-·o ~ ~~---~ ~- .,..,. -z~ 
17, JO - CO 4,1 O O O O O ;-o O /\ 0,0 ~~:- ~;g =-~~--~:~ _____ g_ ___ -:_ ;; -~ ~--/ ~~.--~--t!:-,/ 1~&;:: 
20 JD- SA 12,3 O O O O 229 .· O, \ 22t /,81~7 
~~ -~~~ ~~~ - z:: ··~--~-~ ·- ~---~ g g_ ~ g g g \ /o / \~:g 
23 JD - vM 5.3 o 8 229 o 563 o 8,bo I .424o.o 
24 JD -ING 4·2 O O O O O O 0 1 , Q,O 


































CV - PL 4.6 O O O O O O I O• OpO 
cv-ST 4.4 o O 53 O O o !.53'. 233;z 
PL- SI 1,7 O- O 201 O 432 O ~~33\ 1016.1 
PL - CO 2,8 0 O 0 O 0 O ' ' 0 1 Q 0 
:t : :~ _ -~:~ ___ .... g_ ___ ~ _ ~ ~ /2~ ~ / /l:z~ '\---~:S: 
PL - 8G 2,6 O O O O O O / O.. O .O 
PL - BC 3, 3 O O O, Z9 O O 2 9 , '. 95.7 
pt;~ -~---r.z---~ -o-~----o--~- ---o /o -~165 ~ o .. · ~ 1.65 - üstt-oo 
SI - CO 1·8 O O . O O O O O '-.., Ó';.'O 
SI - PA 3,8 O O i O O O / O ___ j) --Q.O 
- . --~ ------. o~ si---<;r---- ---t>o5---~ ~ o--~~~-o--· ~~o o . -o o~---~o--~- .o 
SI - AN 1•2 O 12 158 18 344 O 532 "'~8,); 
SI - BG 1.4 O 33 O 3 O O 36 50,4 
si- se·····~~--~ 2•6-~- o o o o o o - o- To~o 
SI - LI 4.2 O O O O /0 O O ~3~:~ ~i : := H g ~ ~ g · & ~:~ i ---- z;F 1 1~ 
CO- AN 3,3 O O 150 O 238 0 388 1280o~ 
CO - 86·--------0i't-- ~- 260 bZ -- o~ O O o--~~---322 ~ ~- Z89oB 
CO - BC 1,1 O 74 216 O O O 290 319.0 
CO - LI 2,9 O 2 88 O 23 O 113 327.7 
co- vM- ,,,.---~--- o-----o-- -o o -----49 o -~-'-~-49--- zóif~~ 
CO-BR 4,8 O O 45 O 46 O 91 436.8 
CO -ING 3oZ O O O O O O O 0,0 
PA - CB 7,9 O O 29 O 69 O 98 - 774,2 
PA - AN 5,3 O O O O O O O 0.0 
PA - BG 3,0 O O O O O O O 0,0 
PA - BC 3o0 O 0 O 0 0 0 ~o------ --o-.-o 
PA - LI 2,8 O O O O 23 O 23 64.4 
PA - VM 3.0 O O O O O O O 0.0 
!'A - aR 5,9--- -- o--~-~-- o o o o o~ ----~---o~ o.o 
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DISPONIBILIDADES *DEPOIS* DO ROTEAMENTO 
AMO DA REDE DIST. 26NP 24NP 22NP 24H 22H PCM SOMA PAR-KM 
59. PA -oco 17.8 o o o o o o o o.o 
60. PA -ING 0.5 O 0 1688 O 20 O 1708 854.0 
61, C8 - SA 5,0 O O O O O 0 O 0.0 
62. CB - BC 10.1 O O O O 84 O 8 4 848,4 
63. CB - VM 6,3 O O 165 O 263 O 428 2696.4 
6 • CB - JB 5,9 O O O O O O O 0.0 
65. sA -B<l 16.0 ----o -o o o - -o o o - --o.o 
66. SA - VM 11.3 O O O O O O O O.o 
67. SA - PR 12.9 0 0 0 0 182 0 182 2347,8 
68. ST - AN 4, 7 O O - O O-- 90 O 90 -423•0 
69. ST - BG 7,3 O O O O O O O 0.0 
70. ST - BC 7.0 O O O O O O O 0.0 
n. sr-eR-------1.1- -o o- 218 o 212 o 490 3479•0 
72. ST - VG 5,5 O O 373 O 442 0 815 4482.5 
73. ST - TR 5o2 O O 262 O 411 O 673 3499,6 
74. AN--=-BG ------- 2;0- --------- O -O --o 39- O O--- -- 39----- ----7a-;0 
75. AN - BC 1,8 O O O O O O O 0.0 
76. AN - BR 4.4 14 O 11 O 25 O 50 220.0 
11. eG-sc-- -o,., -36---o ----o o---- o -o -------36-------~2--.* 
76• 8G - LI 2.9 O O O O O /O O /r\ 0.0 
79. BG - VM 5.8 O O O O O O·-, O \0•0 
80. -~- ~rp-- --a-,;r-----o-----o--- o o -o--1 o ' -o- o-.t~ 
81. BG - BR 4.8 0 0 0 0 0 0 0 /\ !>~O 
82. BG -GRS 19.3 O O O O 0 O _ O \ 0.0 
:3: ~ -=5~~----~:~t -g ---- g g ~ :g g \\ \ /g / \g:~ 
85. BG -ING 2.9 O O O O O 0.- I '/ 0- , Q.O 
86. -BC - LI ----2-;o~~----o----tJt--2-t----o--- 36 O ---1 \68 f-\ 1~;;;0 
87. ac - vM 5.4 o o o o o o ' 1 o\ \ o-.o 
BB. BC - IP 6.7 O O O O 242 O i ~42 1~21;'! 
a • BC --aR------ 3.-?-- ---o o o 102 o o / ,102 \ -3~? .41 
90. LI - VM 4·2 o o 58 o 4"14 o I /5F \ 2234.4 
:!; .. ~:-=!~-----!:! -- g ___ g z~ --- g /2ag g/ I 30~ .- -m~~ 
93. LI -ING 3.3 O O O O O O 0\ - O.Ó 
9 • VM - J8 3,8 O O O. /0 O O O ·,, 0.0 
9 .-- VM~I-J>~~---5-;;;·J;------ ---e-----0---111> 'O -266 0.------380 --, 193lto0 
9 O A_;
1 o 1 o '----.. VM - 8R ,3 O v 4 . 41 ~81 • .-
IP - GU 8,0 0 O 1 O O O / O ______ 0__ '-{).O 
--aR--------------6-.-a------o --o --5- o 84 o.._c ___ --s9---- 605':2 
• -SCN 6.5 O O 88 O 352 O 440 t860·0 
i.O • GU - PE 6.3 O O O O O O 0 0 .• 0 
c O • GU --PHA-- ----- lO• e---- -O- -- O 0 0 0 0 0 1 0~~ 
LO • BR - PE 6,9 O O 28 O 29 O 57 393.3' 
LO.BR-GRS 14,8 O O O O' 'o O O, 10.0 
to • 8R - -sM - -----2o.o --- o o 600 o o . ..~ o-- 60o --~12ooo-.-o 
lO • BR -PHA 9,6 O 0 0 0 0 0 0 0,0' 
LO • PE -GRS 10.4 O O O O O O O G--.0 
,o .--- PE ----sM--~---1~.o-------o------o ------ o -o- o - o ------- --o------- o.o 
• PE -PHA 4.5 0 O O O 0 0 0 0,0 
• EM - SM 6oZ O O 0 O O 0 O 0.0 
• ·· GZ - -sM-----T..-'1---- --- o-- ----o---- o··-- --o------- o --- o---~ o-----~-~o-.-o 
• IT - SM 5.8 O O O O O O O 0.0 
• SM -PHA 11.7 O O 600 O O 0 600 7020.0 
.- ~-~seN-----1-.-s-------- o------o - --o--- -o-------41o----~o --------- uo- 319a-.il 
• SNE -SBO 6,1 O O 0 O O O 0 0.0 
, SNE -STH 4.4 0 O O O 649 O 649 2855,6 
SNE -VRR----- -5..-6---- O· O O ·· O --446 · Q------44tr-------~49'h6 
• SNE -MAU 8,5 O O O O 870 O 870 7395.0 
• SCN -STH 5.6 O O O O 488 O 488 2732.8 
• SCN -VRR -6.2 ---o---- O 7 O 127 O 134 -s~o--.a 
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DISPONIBILIDADES "DEPOIS' DO ROTEAMENTO 
~10 DA REDE D!ST. 26NP 24NP ZZNP 24H ZZH PCM SOMA PAR-KM 
12 • SBO -VRR 6.5 o o o o o o o o.o 
12 • VRR -DOA 7.7 o o 296 o 459 o 755 5813.5 
12 • MAU -RPS 8.3 o o 32 o 44 o 76 630.8 
12 • RPS -RGS 6.0 o o o o o o o o.o 
TOTAL 19187 115470.8 
·------ ------ ---· ---------
T PO DE CABO CUSTO UNIT. !PAR.KMI PARES PARES.KM CRUZEIROSIMILHOES) 
--zbf-11' -----t95~Ros-- ·---Ho ·-· -- -~za-.o--
24NP 2630.00 CRUZEIROS 202 268.0 
22NP 3800.00 CRUZEIROS 6830 41454.8 
- Z4H- <tOO.O!I-i:RtftffROS-·------vn-
22H 3960o00 CRUZEIROS 11654 










---------·---------- ----------· ·------- ---·· ---·--·-------
TOTAL GERAL 19187 115471.1 449.582 
------·---;- ---··------. -------- ------ ··------- -----------------·-----
---·----




------ -.-- --- ----- -------- . ·f 
i 
··-- ---------------------- -· ------ ----------- ____ :·:.--o---








---- , ..... _.\ 
L_ ___ _ 
----------- ----- -------------·--- ··--------· ···-. . --------·--------
-------
... --- -- ---···-- ---·---- ···---------
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III.S - Comentários 
a) Da Resolução 
Obviamente, o problema (P2) pode ser resolvido pela a 
plicação direta dos "pacotes" de programação linear existentes no 
me r cada, tais como MPSX, APEX, etc., conforme trabalho feito por 
Reis {13). 
-Todavia, estes pacotes nao exploram as particularidades 
de um problema de redes e nem todos possuem a opção GUB, que o 
tornam mais eficientes. Além disso, as concessionárias de serv1 
ços telefônicos em geral, não possuem estes "pacotes", o que to r 
na interessante um programa em linguagem FORTRAN que garanta oti 
malidade e eficiência na resolução. Desta forma, tem-se total li 
herdade para possíveis modificações, ou para acoplá-los a siste 
mas mais complexos que o utilizem como sub-programa. 
Os detalhes do algoritmo de resolução baseado na técni 
ca GUB é apresentado no Apêndice B. 
b) Da Formulação 
Apesar das limitações da formulação de (P2) jâ descri 
tas, e possível resolver o problema da compra de cabos em "m6du 
los", com uma heurística baseada nos multiplicadores Ótimos ass9_ 
ciados is restriç6es e nas necessidades de pares de cabo (z~) ,ob 
1 -
tidos pela resolução de (P.2) da seguinte forma: 
PASSO O - fazer uma lista dos tipos de cabo em ordém decrescente 
de cus tos; u=l. 
PASSO 1 - resolver (PZ). 
P/\SSO 2 - de acordo com os multiplicadores õtimos, os valores -o 
timos (z~) e sua sensibilidade, o planejador fixa as 
1 
necessidades, em módulos sr. de todos os cabos do tipo 
u. 
PASSO 3 - se toda a lista foi percorrida - PARE, 
passo seguinte. 
- -senao va para o 
PASSO 4 - u faça s. = 
1 
u u 
s. + 6. e atribua custos bastante altos 
1 1 
aos cabos fixados. 





I PLANEJADOR I 
~ ~mul 1 tiplicadores ótimos 




Este esquema assegura que a compra dos cabos mais caros 
sera a mínima possível, isto é, onde realmente se é exigido para 




MI'TODO "BRANCH AND BOUND" PARA RESOLUÇÃO DO 





Reescrevendo o problema de longo prazo com função obj~ 
tivo "delta-linear", temos: 








{ô z + a 
m m m 
Ixk = rk 
k 
X ;> 0 
k (l-zm)xm = O 
z = o ou 1 
m 





k=l, ... ,K 
k==l,.,. ,K ; m=l.,, ,M 
m=l .... ,M 
Seja D o 
Y representa a 
conjunto de vetores Y=(Y), m=l, ... ,M,tal que 
m 
m 






Um vetor de fluxos Y pertencente a D e tal que permite escoar si 
multaneamente sobre G todo o fluxo demandado. 
Desta forma podemos escrever (P') como sendo: 
MIN HYl = " 
(PA) um c supp (Y) 
s.a. YED 
onde supp(Y) = {um s U/Yrn >O}. 
TEOREMA: Seja S cU um sub-conjunto 
f o parcial G5=[x,s] seJa 
tremo de D solução de: 
MIN 
( ó +a Y ) 
m m m 
de arestas 
convexo. Se 
s.a. Ys D e supp(Y) c S 
de G tal que 
yO 




então Y0 e um Ótimo local de (PA). 
PROVA: Seja Y1 um ponto qualquer de D, Y1 f' Y0 ; pa:ra ÀdO,l)seja 
Y = Y0 +À(Y1 -Y0 ), e façamos s1 =supp(Y1 ) e S0 -supp(Y0 ). 
Portanto, dois casos podem ocorrer: 
l - o 






o 1 o o de Y , aY ) aY e como supp(Y)=S , en 
s1 não estã contido em S0 • 
o l Neste caso, 'VÀ.e(O,l), S=supp(Y)=S u S e existe pelo 
menos um v e s1 -s 0 • Então, 
l o 
-a(Y-Y). 
o l o ~(Y) > ~(Y) + Àa(Y -Y ) + 6v 
Se a(Y1 ) < a(Y 0 ) então e posslvel escolher À < 6 I 
v 
De acordo com teorema acima, pode-se associar ã todo 
grafo parcial conexo G5 de G um Ótimo local de (PA) - fluxo ao 
longo dos caminhos de custo mínimo. 
Assim sendo, para todo conjunto S cU, definimos 
M 
a(S) = MIN aY = L amYm 
m=l 
s.a. YED 
supp (Y) c S 
6 (S) = L 6m 
u c s 
m 
- 53 -
Então o problema (PA) é equivalente a encontrar S*c u, 
solução de: 
(PA) a(S*) + ó(S*) MIN (a(S)+ó(S)) 
Se C 
Como S é um sub-conjunto de U, percebe-se a natureza 
combinatória do problema, pois o número de partes de Ué 2M. 
O conjunto de soluções de (PA') corresponde ao conju~ 
to das partes de U. 
-A árvore de decisão T associado ao problema (_PA ') 
grafo orientado sem ciclos, definido da seguinte forma: 
e o 
- os nós t de T t=1, .•. ,2 
M 
nominamos U(t) como sendo a 
de -r; 
correspondem às partes de 
parte de U correspondendo 
- (t,t') e um arco de T se e somente se 





onde t é chamado predecessor (único) de t' e t' ê o sucessor 
direto de t; 
-a ra1z de arborencência é o nó t=l, tal que U(l)=U. 
Denominamos IU(t)l o nível do no t na arvore -r. Se exis 
te um caminho orientado de ta t' em T, t' é chamado sucessor de 
t. Temos ainda que 
U U(t') = U(t) 
t' sucessor 
direto de t 
Uma função de avaliação ("bound"), ou função minorante 
sobre T, é urna função g tal que: 
i) g(t)< MIN {a(S)+o(S)} 
ScU(t) 
V' t E T 
- mínimo tomado sobre todos subconjuntos S c U(t) 
tal que G5 =[X,S] seja conexo. 
ii) t' sucessor de t=?g(t') > g(t) 
Verifica-se que a função de avaliação 
g(t) ~ a(U(t)) + MIN {o(S)} 
ScU(t) 
G5 conexo 
satisfaz as duas condições acima. 
ALGORITMO 
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-Para um no tE: L, denominamos pred(t) o predecessor ime 
diato de te w(t) a aresta de G tal que: 
-nos de T 
U(t) ~ U(t')- {w(t)} onde t'=pred(t) 
Numa iteração qualquer, denominamos T 
examinados, e T 0 c T o conjunto dos nós 
1). Façamos t=]T]. 
o conjunto dos 
pendentes (de grau 
a) Seja Y0 uma solução de (PA) e z 0 ~~(Y0 ). Faça T·~{l} 
t=l ; g(l)=O; pred(l)~O; w(l)=O 




g(t 0 ) = Mlfb {g(t)} 
td 




trârio vá a c). 





) - {w(t)} 
- se t'f o' faça t=t' e retorne em d) . 
- se t'= oQ' vá para e) . 
e) Para todos os arcos um E U(t0 ), sucessivamente, 
- faça U'=U(t 0 )-{um} 
se G'=[X,U'] não é conexo, retorne em e); senao, 
calcular Y, solução Ôtima de 
MIN aY 
s.a. Y'2 D 
supp(Y) cU' 
- seja Z"aY + o(supp(Y)); 
se z < z
0
, faça z ==z 
o 
e Y0 =Y e continue; 





, retorne em e); senao, 
- faça t=t+l 
T"TuCtl 
pred(t) " t 
o 
volte a e) . 




MfTODO GUB PARA RESOLUÇÃO DO PROBLEMA 






triz +I de 
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Reescrevendo o problema (P2) em forma matricial: 
MIN 1 1 Z .z K K f C X +C X + ••• +C X + z 








2 2 dz e X = K linhas 
K K dK e X = 
- -
~ ~-
sz SK st s z 
k 
X ~ 0, k=l, ... , K; t ~o z ~o 
sendo que o índice j, j=l, ... ,N(k)representa 
implicitamente duas informações: caminho e 
meio de transmissão; ou seja, N(k) éonúmero 
total de fluxos alternativos que podem aten 
der a demanda do produto k. 
representa a capacidade inicial dos arcos. 
Seja S., i=l, ... ,K, o conjunto de colunas com 
1 
coe fi 
na posição (M+i); St o conjunto de colurias com a 




conjunto de colunas com 
sições (M+l) até (M+K). 
a matriz -I de dimensão M e zeros nas p~ 
Pelo teorema 1 do Capítulo 6. 4 de { 8}, sabemos que 
pelo menos uma variável x~ E Sk será básica, em qualquer base de 
(1), para cada demanda.k, k~l, ... ,K. Chamemos esta variável de 
"variável-chave 11 e representemo-la por xhk' p~ua diferenciá-la 
das demais variáveis (x~) do conjunto Sk. A coluna de M ou M+K 
componentes correspondente a xhk denominamos "coluna-chave". 
h 
Definindo o M-vetor A~= (a~.) e A k como sendo a co 
J 1) 
luna-chave de Sk' k=l, ... ,K, e uma vez que St e Sz não possuem 
colunas-chave, podemos escrever uma base factível B de (1) em ter 
1 
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mos de suas colunas-chave e colunas básicas não-chave. 
onde: 
B o 
' ' A I I I -I M linhas N : t 1 z 
--i-----------------------------T-----1'------·-
(2) 
é formado pelas 






' c I o 
' 
' ' 
o K linhas 
colunas básicas não--chave de 
e formado por 
corre spondendo 
c as. 
vetores unitários e. de dimensão M , 
l 
às variáveis de folga que são bâsi 
-I é formado por vetores unitários -e. de dimensão M, 
z l 
càrrespondendo às variáveis de compra de pares que 
são básicas. 
c é uma matriz cujas colunas sao vetores unitários 
de dimensão 
Define-se r , l <r < K, como a linha de C cuJa coluna 
v v 
v de C tem um "1". Isto é, a linha r v representa a demanda que e 
servida por um fluxo não-chave correspondendo a coluna v. 
Seja R(k) o {v/r ok}, koJ,.,,K, tal que 'R(k) dâ o con 
v 
junto das colunas de C cujas índices kj correspondem aos fluxos 
não-chave, onde 1 ~ j ~ N(k), ié, conjunto das colunas de C com va 
lar unitário na k-ésima linha. 
Reescrevendo-se a matriz base completa B de (2) , numa 
forma condensada, temos: 
B o ( 3) 
Então, se cada coluna-chave de B for subtraída de to 
das colunas básicas não-chave correspondentes a mesma demanda, a 
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matriz LKxM (e então C) serâ transformada em matriz nula, tornan 
do B na forma bloco triangular superior. 
Seja T a matriz que, quando se multiplicar B pela di 
reita, efetue esta subtraçio. Como 
BMxM 
BT então, T 
o MxK 







' -} I -1 8MxM ! -BMxM 
onde BMxM' chamada "matriz de trabalho", e dada por 
B = BMxM = [ ÃN I -I J t z 
h Ak 
a coluna v de AN - (Ak-A k) a coluna v de AN -e e se e que J J 
tence a sk. 





' AK ' g ' 
' 
' 
_____ .. _____ 
' 








Para nos referirmos a uma coluna qualquer de (1) ,segu~ 
remos a nOtação: 
Pq a coluna q de dimensão (M+K) 
Pq a coluna q de dimensão M 
Podem ocorrer três casos envolvendo estas colunas: 
, 
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i) se q corresponde a uma variável de fluxo 
que ê uma abreviação para 
escrevemos 
k-l 
q = E N(m)+j 
ID""l 
e pq =H J Pqssk, k=l, ... ,K 
[o .... ,~, ... ,ol 
k 






iii) se q corresponde a variável de aumento z., q=z. 
l l 
K 








Note que E.q (ou 
base se e somente se q=kj 
Pq) é uma coluna-chave de 
k- .- h ex. e uma var1avel-c ave. 
J 
uma matriz 
A obtenç~o de uma soluç~o bisica inicial fact{vel está 
descrita na Última parte deste apêndice. 
C.~LCULO DO VALOR DAS VARIÁVEIS BÁSICAS 
Seja b., i=l, .•. ,K+M, os valores das variáveis básicas 
l 
k - -
e d•(d ) . Entio b•(bi) e dado por 







(B -1) (s-AKd) 
l v· 






l voR(k) K+v 
, para i•k , 1 ( k .; K (9) 
onde A. (A .) representa a i-~sima linha (j-~sima coluna) de uma 
l • • J 
matriz A. 
CÁLCULO DOS MULTIPLICADORES 
Seja 
1Ti multiplicador associado com a i-êsima restrição de 
capacidade, i=l, ... ,M. 
flk multiplicador associado com a k-ésima restrição de 
demanda, k~l, ... ,K. 












onde cK=(ch_), i=l, ••. ,K 
l 
-e um vetor linha de custos das v a 
riáveis de fluxo básicas não-chave 
k 




ê o vetor linha 
menta básicas. 
Portanto, 
- f ) B - 1 TI. 
-
(cN o 
l z 'l 
M hk 
~k - c h L TI. A. l l k i=l 
- - - k ; cN " _( CN ) com CN " (c . -c h ) 
1 i i J k 
de custos das variáveis de au 
' 
para i•1, ... ,M ( 1 o) 
, para k•1, ... ,K (11) 
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DETERMINAÇÃO DA VARIÁVEL A ENTRAR NA BASE 
Uma variável não básica entra na base caso verifique 
uma das condições abaixo, de acordo com seu tipo. Genericamente, 
c 
" 
c - (TI ~) l'q < o q q 
k k M k i) fluxo x. c . - E TI. a .. -
1) J 
ii) folga ti 
iii) aumento z. 
1 
J i=l 






~k < o j=l, ... ,J(k) ( 13) 
k=l, ••• ,K 
i=l, •.• ,M (14) 
i=l, ..• ,M (15) 
Caso nenhuma dessas condições seja verificada, então o 
critério de otimalidade está satisfeito. Seja 
c = ffilll c' 
s q 
(16) 
REPRESENTAÇÃO DA COLUNA ENTRANTE EM TERMOS DA BASE ATUAL 
Seja P5 a coluna entrante (s-ésima coluna do sistema 
(1)). A coluna atualizada e ~s = B-1 P5 • Existem tr~s casos, de a 
cardo com seu tipo: 
i) variável de fluxo 
A~ 
J 
•J r. 5 = K 
-----------------
escrevendo P5 = (f~), n=l, ••• ,M+K 
E 
vcR(k) 











k=l., ••• ,K 
(17] 
ii) variável de folga: s=t~ 
1 
Ps 















então ps = 










-1 B • 
•1 
(19) 
-s Se a coluna a entrar na base tiver componentes ~ ( O, 
i=l, ... ,M+K, então o problema tem solução ilimitada. Caso contr~ 
rio, calcular 
o. 1i 
MJN 1 r e -- = = 
-s pS 
-s o p. P. > -1 -r 
-1 
qr 
P do sistema (1). 
A r-ésima coluna de B deixa a base, ou seJa, a coluna 
ATUALIZAÇÃO DOS VALORES DAS VARIÁVEIS BÁSICAS 
Os novos valores sao dados por: 
SP~ 
-1 
para i=l, .•. ,K+M, ifr 
(o l - e 
r novo 
Estes valores também podem ser calculados diretamenteda 
lnversa da base de trabalho, que ser~ atualizada a seguir. 
~TUALIZAÇÃO DA INVERSA DA BASE DE TRABALHO 
Verificaremos as alterações na base de trabalho B,devi 
do as 
Ps de 




mudanças na base total ~. pela entrada da s-ésima coluna 
( l) e saída da r-ésima coluna da base B (qr -ésima coluna de 
-
Existem dois casos a 
qr 
CASO l - P nao 
serem considerados: 
-e uma coluna-chave 
Neste caso, a coluna sainte é uma das M Últimas colunas 
isto é, r::o:K+i
2
, i< i 2 < M. Então, substituir Pqr por ~s na 
-s 
B implica em substituir a coluna i 2 de B por P , onde 
ps s=t. (se - coluna de .-se ou s=z. 5 e var1a 
1 1 
vel de folga ou aumen 
-s p = to) 
Ag h R - R (se - de .-A se s=J s e coluna var1a 
J 
vel de fluxo) 
Analogamente, a coluna a sair de B sera: 
= \ P qr se q =t. ou z. r 1 1 
_qr 
p 
( -k' q ::j'k' Aj ' se r 
Então, para atualizar B-l necessitamos de 
-s ·-1-s p = B P 
e realizar uma operação de prioteamento, usando elémento 
-s Perceba que P já foi 
componentes da coluna 
calculado anteriormente, 
-s 
entrante atualizada P . 
e são osM-Últimos 
O piVoteamento no elemento i 2 de ps pode ser feito na 
f0rma produto: 
-1 - E(B-1) (B l novo - velho ' 
onde E ~ uma matriz elementar de ordem M, cuja coluna i 2 ª 'dada 
por: 
i=l, ... ,M, ifi 2 




Em razao da nova inversa da base de trabalho B- 1 , deve 
mos atualizar 'lf, ]J, e talvez R(K) e R(k'). 
CASO 2 -
qr 
P é uma coluna-chave. 
Neste caso, a coluna sainte 
nas de ~. isto é, l <(r ( K '; qr =j 'k' 
Portanto, existem duas possibilidades: 
é urna das K 
q hk' p r,A s sk, e 
ou k'=K. 
primeiras colu 
s !'_ E Sk . 
SUB CASO 
isto e, k'fK. 
k'f1< 
qr s (a): P e P pertencem a conjuntos diferentes, 
Nesta situação, estamos substituindo uma coluna- chave 
em Sk, por uma coluna, .!:_5 , que não está em Sk,. Pelo teorema 1 do 
Capítulo 6.4 de { 8 }, Sk' deve conter pelo menos uma variável 
- . - - qy - -bas1ca apos a sa1da de P . Entao, uma das colunas nao - chave 
de--ª_ está em Sk', digamos p, tal que p=K+i 2 , 1 < i 2 < Me q =j k', q pq p 
1 ( j ( N(k'). Obviamente j fj'. Se nos permutarmos P r e P P em B, 
q p p 
P p torna-se a nova coluna-chave d<~. demanda k', e se transformar 
mos a resultante base~ na forma bloco triangular, as colunas da 
base de trabalho B que correspondem a demanda k' mudam da segui~ 
te forma: 
qp 
P para q básico (não-chave) 
Pq E sk, , qfqP 
pqP 
Estas substituições podem ser feitas multiplicando- se 
q hk' 
P P - A por -1 e somando-se o resultado com cada coluna Pq -
hk, 
A para q básico não-chave, pq E sk'. Estas operações podem 
ser feitas por uma matriz elementar E1 . 
onde: 
1 1 
0 .. -1 .. 0. :-1..0 .. -1 .. 0 +- linha. 1 2 
1 
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Os elementos -1 aparecem nas colunas correspondentes 
Pqc:Sk'' Desde que os elementos l's na k'-ésima linha de C tam 
bém aparecem nestas posições, a linha i 2 de E1 é a negativa da 
linha k' de C. A matriz B-l é então substituída por 
-1 -1 -1 B ~ E1 B 
Como as transformações representadas por E1 , se real i 
zadas duas vezes retorna a matriz original B, 
então, 
Portanto, substituindo-se a coluna-chave 
processo de troca de colunas-chave estará 
hk' A por 
completo e a 
situação sera idêntica a do caso 1. Aplicando-se os procedime~ 
tos do caso 1 ã saída deste subcaso, completa-se a atualização. 
SUBCASO (b): qr 5 P e P pertecem ao mesmo conjunto, isto 
ê, k'=K. 
Se existir alguma coluna básica não-chave p de B,então 
p = K+i 2 1 < i 2 < M, tal que qp = jpk' qr qp 
, 1 < j ( N (k ') p devemos 
trocar P com ~ conforme descrito no subcaso (a) e realizar 
as operações do caso 1. Se não existirem colunas básicas não-cha 
ve pertencentes ao conjunto Sk', então ~s substitue Pqr como co 
hk' 
1 una-chave A de B. Como as Últimas M colunas de B não contêm col u 
nas de Sk', a matriz de trabalho B permanece inalterada. Portan 




P emAK' o 
b devem ser 
(s-A d) + K 
que implica em que os valores das 
atualizados, pois (s-AKd) torna-se: 
variáveis 
-1 Desde que B permanece inalterado, n e p nao mudam ex 
ceto para k' ~ , que se torna: 












RESUMO DO ALGORITMO 
ApOs o término da atualização da inversa da base de tra 
balho B-l, podemos iniciar uma nova iteração até que as condições 
de otimalidade sejam satisfeitas, como pode ser visto no fluxo 
grama abaixo. 
entre com um conJunto de ~ 
lunas-chave, os valores daS 
variáveis básicas e a inver 
sa da base de trabalho B-1.-
calcule os multiplica~ores 
(n,u) dados por (10) e (11) 
-
c > o solução 
-
s PARE: a 
calcule c e cs de (12)-06) I -q tual é CiTIMA 
c < o 
s 
Pq entra na base 
calcule ps a traves de uma das todos pS ( 0 PARE : solução I 
-
-r 
equaçoes (17)-(19) ILIMITADA I 
o. ]) 




-s pS p~ > o P. -r -r 
-r 
p qr sai da base 
p qr na o chave p 
qr 
chave 
k' i' R k' ·1< 
caso l-faça o Pi caso 2-(a): subs caso 2- (b l : subs 
roteamento -1 -r ti tua -1 -1 
B-1 EB-l 
ti tua B JXlY'ElB B por E1B ~ 
e vá ao bloco G) quando po ss Í v e 1 e 
retorne ao bloco 
vá ao bloco G) ; CD -1 caso f,B não muda 
Fluxograma do Algoritmo 
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OBTENÇÃO DE UMA SOLUÇÃO INICIAL BÁSICA FACTfVEL 
Uma forma de obtenção de uma solução inicial básica faE_ 
tível seria através da fase I do método sirnplex. No entanto, de 
vida is particularidades de (1) podemos obter uma soluç~o inicial 
do seguinte modo: 
i) para cada demanda k, encontre a variável de fluxo associada 
que possui o menor custo de roteamento, isto é, ao longo do 
caminho mínimo utilizando o cabo factível mais barato; seja 
esta a variável-chave xh . 
k 
ii) faça xh 
k 
=dk,k=l, ... ,K 
iii) para cada arco 1, se o fluxo total que circular pelo arco 
for menor que sua capacidade inicial, faça a variável de fo_!. 
ga t
1 
ser básica; caso contrário, faça a variável de compra 




e -e .. 
l 
Obviamente, a matriz base total B é factível. Além dis 
a base de trabalho B é simples, pois não contém variá 
fluxo não-chave, sendo formada por vetores unitários e. l 
Portanto, a inversa de B nao envolve cálculos adicionais 
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